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DO CZYTELNIKA. 


Idąc za przykładem najsławniejszych Matematyków, poło- 
żyliśmy teoryę równowagi przed teoryą ruchu. Postępować 
inaczej jestto wywracać naturalny porządek rzeczy ; osiemna- 
ście wieków przedziela początek Statyki od początku Dyna- 
miki, ARCHIMEDESA Od GALILEUSZA. 

Równowaga nie jest prostem pojęciem umysłu, utworzo- 
nem dla ułatwienia wstępu do umiejętności ruchu; jest ona 
rzeczywistością istniejącą sama przez się. Budowa gmachów, 
sklepień, mostów, okrętów opiera się tylko na ustawach 
równowagi ; ustawy ruchu nie grają tu żadnej roli. Są nawet 
machiny służące jedynie do wyznaczenia równowagi między 
ciężarami ciał, Równowaga, oparta na samej wiedzy siły 
i punktu materyalnego, nie zależy od czasu ; raz ustalona trwa 
nieokreślenie dopóki zostaje ten sam porządek rzeczy; gdy 
przeciwnie, ruch zależy od czasu i od wiedzy massy ; niedość 
znać ruch punktu materyalnego w danej chwili, trzeba jeszcze 
wiedzieć co się z nim stanie w ciągu czasu i jaką krążnę 
opisze. Równowaga, jako widzimy, jest o wiele prostsza od 
ruchu. Оа prostych rzeczy do składanych każe iść logika, i 
tak postępuje geniusz umiejętności. Naturalnie więc wypada 
zaczynać Mechanikę od Statyki, a wzmocnimy więcej to zda- 
nie gdy dodamy że Dynamika przywodzi się do Statyki za ро- 
mocą tak zwanej zasady D' ALEMBERTA. 
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Powiemy więcej jeszcze. Niezaprzeczalnie umiejętność 
równowagi i umiejętność ruchu mają każda oddzielne zasady 

swojego rodzaju zastosowania ; nie można zwinąć jednej na 
korzyść drugiej. Obie zależą oczywiście od ustaw przepisa- 
nych materyalnemu światu; z tą jednak różnicą że umieję- 
tność ruchu potrzebuje więcej założeń niż umiejętność równo- 
wagi. Ale, co jest bardzo ważnego to właśnie to że, gdyby się 
zmodyfikowały niektóre ustawy natury, Dynamika byłaby 
całkiem zmieniona, gdy tymczasem Statyka pozostałaby tem 
czem jest. Trzebaż lepszego dowodu aby pokazać że Statyka 
jest fundamentalną podstawą Mechaniki ? 

Moda zaczynania Mechaniki od Cynematyki nie datuje od- 
dawna, i dzisiaj już nawet ustaje. Mechanika rozumowa 
powraca do stanu normalnego z którego ją strącili ci którzy 
w szczytnej umiejętności widzieli tylko prostą naukę nie- 
zbędnie potrzebną do machin. Mówić o skutkach bez przy- 
czyn, wykładać najpierwej teoryę składania ruchów a potem 
teoryę składania sił, nie zdaje nam się metodą dydaktyczną : a 
cóż dopiero składanie przyspieszeń cażych „gdzie wszystko tem 
mniej jasne im więcej geometrycznych wykreśleń i różne- 
go rzędu nikłych wielkości! Zaiste, nie taimy, są pewne 
delikatne punkta w teoryi składania sił; ale tych trudności 
składanie przyspieszeń nie unika. Itak, gdy dwie siły Р, P', 
przyłożone każda osobno do punktu materyalnego, dają mu 
przyspieszenia j, /', uczeni którzy określają równość sił przez 
równość przyspieszeń mówią że te dwie siły Ф, Р”, przyło- 
żone razem i działające w tę samą stronę, nadają punktowi 
przyspieszenie równe summie / --j'. Bez wątpienia, nie 
można zaprzeczyć że istnieje w naturze siła która sprawia 
przyspieszenie j -4 j” w ruchu tego punktu; ale nië nie po- 
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kazuje żeby ta jedyna siła była równa summie P +P'. Jakaż 
więc korzyść wykładania przyspieszeń przed siłami? 

Te uwagi dostatecznie usprawiedliwiają rozkład naszego 
dzieła, które zresztą jest całkiem zgodne z wykładem Mecha- 
niki rozumowej w Uniwersytecie Francyi. 

Pierwszy tom dzieła zawiera Srarykę punktu i układów 
materyalnych, i Рухлмікє punktu materyalnego; drugi tom 
będzie obejmował ПухлмкЕ układów materyalnych, HibRo- 
STATYKĘ 1 HIDRODYNAMIKĘ. 

Wyłożyliśmy równowagę ciał bryłowych za pomocą dwoja- 
nów; bo tym sposobem unika się suchej teoryi momentów 
sił a ułatwia składanie sił w przestrzeni. Tę część Mechaniki 
dwojany uwydatniają i niejako ożywiają. Zeby jednak nie na- 
rzucać dwojanów uczonym professorom którzy bez nich wy- 
kładają Mechanikę, daliśmy w notach teoryę momentów sił. 
i składanie siłw przestrzeni, przywiedzione do dwóch sił z któ- 
rych jedna będzie przechodziła przez punkt dany. Nadto, wy- 
lożyliśmy w całej możebnej rozległości ZASADĘ PRĘDKOŚCI 
PRZYSPOSOBIONYCH czyli, jako dziś mówią, OGÓLNE TWIERDZENIE 
PRACY PRZYSPOSOBIONEJ ; Ztąd wyprowadziliśmy na nowo wszys- 
tkie warunki równowagi ciał bryłowych jakichkolwiek, tak 
że mogą służyć tym nawet którzy Dynamikę przed Statyką 
stawiają. 

Nie potrzebujesz, łaskawy Czytelniku, żebym ci wyszcze- 
gólniał przedmioty rozbierane w tym pierwszym tomie ; 
spis rzeczy daje o nich ogólne wyobrażenie. Czytając co 
się spodoba z samego dzieła, będziesz mógł łatwo sądzić o 
metodach i ścisłości dowodzeń, a nade wszystko о czystości 
języka o którą mi zawsze, w moich dzielach, najwięcej 
chodziło. 


- 


X DO CZYTELNIKA. 

Niczego w życiu nie pragnąłem tyle jak napisać Mechanikę 
rozumową ; bo wiedziałem że jej dotąd nasza litteratura nie 
posiada. Moje dobre chęci nie byłyby zapewne nigdy 
przyszły do skutku gdyby się nie był znalazł wzniosłego 
serca wydawca, właściciel pięknej biblioteki Kórnickiej, 
Јах Hr. DziaŁyŃski. Niech mu za to będzie cześć i naro- 
dowa wdzięczność. 


Światły Czytelniku, czy moje dzieło, owoc kilkunasto- 
letniego wykładu Mechaniki rozumowej i długich poszukiwań, 
jest takie jakiegobyś sobie życzył, rozważ i oceń pamiętając 
na CIN MAGNIS VOLUISSE». _ 


G. Н. NiewpaŁOWski. 
Рагу, 19 Lutego 4873 roku, 
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MECHANIKA ROZUMOWA 


WSTĘP. 


1. W obecnym stanie umiejętności fizycznych, wszystko zdaje się 
przekonywać że ciała składają się z pewnych cząstek niepodzielnych 
które, nie przytykając jedne do drugich, wywierają na siebie wza- 
jemne działania zwane cząsteczkowemi. Z różnych poszukiwań można 
się domyślać że te składowe cząstki są niezmiernie małe, i w od- 
stępach daleko większych niż ich rozmiary. Jednakże dotąd żadne 
doświadczenie піс stanowczego nie dało w tym względzie. 

Ciało nieskończenie małe we wszystkich rozmiarach nazywa się 
punktem materyalnym. Ale nie trzeba brać za punkta materyalne 
cząstek składowych ciała, bo te cząstki, jakkolwiek małe, mają 
przecież rozmiary skończone. Punkta materyalne powinny być uwa- 
żane jako pojęcia umysłu, potrzebne do zastosowania Analizy, i 
używane tylko bezwzględnie na ich rozmiary. 


2. Mówi się że ciało jest w spoczynku, gdy wszystkie jego punkta 
zajmują te same miejsca w przestrzeni ; przeciwnie ciało jest w ruchu, 
gdy ustawicznie przechodzi z jednego położenia do drugiego, albo 
nawet gdy niektóre tylko jego punkta zmieniają miejsca. Oczywiście 
punkt materyalny w spoczynku nie może sam sobie nadać ruchu, 
ani mając ruch zmienić jego ustawy; tak że, raz w spoczynku, zosta- 

‚ мау w nim zawsze, a raz w ruchu, poruszałby się ciągle jedna- 
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kowo, gdyby nic zewnątrz na niego nie działało. Na tem właśnie 
polega fundamentalna zasada bezwładności materyi. Jeśli więc punkt 
materyalny przechodzi ze spoczynku do ruchu, albo jeśli ustawa 
jego ruchu się zmienia, to dlatego że jakaś zewnętrzna przyczyna 
działa na niego. Ta przyczyna ruchu albo modyfikacyi ruchu została 
nazwana sita. 


3. SIŁA. Wiedza siły jest niezaprzeczalnie jedną z najprostszych, 
bo pochodzi z doświadczenia. Jakoż, gdy chcemy utrzymać ciało. 
ciężkie, przeszkodzić żeby nie upadło, albo je przestawić z jednego 
miejsca na drugie, musimy wydobyć z siebie pewne wysilenie któ- 
rego niewątpliwe mamy uczucie. Wiemy nawet czy to wysilenie 
jest mniejsze albo większe od innego, chociaż go jeszcze mierzyć nie ` 
umiemy. To wszystko jasno dowodzi że wiedza siły nie ma nie 
przypuszczonego, jest rzeczywistością; a chociaż natura sił, iak 
jako istota materyi, zostaje niedościgłą tajemnicą, to nie nie szko- 
dzi ; albowiem nie naturę sił ale tylko ich skutki mamy do uwa- 
żania. 

Ruchy ciał, które spostrzegamy około siebie albo w przestrzeni, 
objawiają nam siły różnego nazwiska. I tak, ciało upuszczone z ja- 
kiejkolwiek wysokości spada na ziemię, z przyczyny działania siły 
zwanej ciężkością ; ruch ciał elektryzowanych albo magnesowanych, 
które się przybliżają jedne do drugich albo oddalają, jest wynikiem 
działania sił elektrycznych albo sił magnetycznych. Ziemia i inne 
planety krążą około słońca, z przyczyny którą nazwano przyczą- 
ganiem powszechnem ; albo, mówiąc ściślej, ruchy ciał niebieskich 
odbywają się jak gdyby było między niemi przyciąganie. Pręt sta- 

‚ lowy, тоспо wzdłuż potarty, wydaje drganie które pochodzi z dzia- 
łania tak zwanych sił cząsteczkowych (molekularnych). Jestestwa 
żyjące ściągnięciem swoich muskułów tworzą siły muskularne. Sprę- 
żystość pary wodnej, rozprężliwość gazów, dają siły rozmaitego 
użytku w przemyśle; wybuch prochu sprawia siłę rzutu po- 
cisków ; i t. d.... 

Gdy siła działa na punkt materyalny któremu przeszkoda nić 
pozwala wziąć ruchu, wtenczas ta siła wywiera na przeszkodę par- 
cie albo żężność, I tak, działanie ciężkości, na ciało leżące na stole, 
wywiera na ten stół parcie które niekiedy zostawia po sobie wydatny 
wycisk; a jeśli ciało jest zawieszone na sznurku którego wyższa 


WSTEP, 3 
skrajność została utkwiona, wtedy działanie ciężkośći stanowi tęż- 
ność sznurka. Parcie i tężność, przytoczone jako przykłady, są tu 
skutkiem jednej siły ; ale, pojmuje się łatwo że, w innych okolicz- 
nościach, mogą one być wynikiem sił różnych. 


4. Gdy punkt materyalny, albo ciało, pod działaniem sił, zostaje 
w tym samym stanie spoczynku albo ruchu jak gdyby te siły nie 
istniały, mówi się że ten punkt albo ciało jest w równowadze; 
wtedy mówi się także że te siły są także w równowadze. 

Gdy punkt materyalny zostaje w spoczynku chociaż na niego 
działają siły, wtedy można powiedzieć że te siły niszczą się między 
sobą. Ale, gdy ciało pod działaniem sił zostaje w spoczynku, te siły 
nie niszezą się koniecznie, i mogą sprawiać odkształcenie samego 
ciała, stanowiąc nowe związki między jego punktami. 

Nie podpada żadnej wątpliwości, i przyjmuje się jako pewnik, że, 
nie naruszając w niczem stanu spoczynku albo ruchu w układzie 
punktów materyalnych, mających związki jakiekolwiek, można przy- 
dać albo odjąć pewną liczbę sił, byle one czyniły sobie równowagę. 

Można oczywiście, nie nadwerężając równowagi jakiegokolwiek 
układu punktów materyalnych, ustalić jeden albo kilka z tych 
punktów ; bo tym sposobem utrudza się tylko sam ruch możebny 
układu. Jeśli więc przedtem istniała równowaga tem bardziej będzie 
istniała potem. 


5. Mechanika jest umiejętnością sił, równowagi i ruchu. 


Mechanika dzieli się na dwie główne części. Pierwsza część, 
nazwana STATYKĄ (n стат), zajmuje się składaniem sił i warun- 
kami równowagi. Druga część, mianowana DYNAMIKA (Ахар po- 
tęga, siła), wykazuje związek między siłami i ruchem jaki one 
ciałom nadają. Przedmiotem Dynamiki jest wyznaczyć ruch którego 
siły są dane, albo nawzajem znaleźć siły które sprawiają ruch dany. 

Statyka, oparta na wiedzy siły i punktu materyalnego, jest po- 
prostu umiejętnością geometryczną; bo warunki równowagi są 
niezależne od czasu i od ruchu. Dynamika jest więcej zawiła ; do 
wiedzy sity potrzebuje jeszcze znajomości czasu, i wiedzy massy 
ciała to jest ilości materyi która je składa. Albowiem ruch ciała 
zależy zarazem od sił, od trwania ich działań, i od massy ciała. 

Można badać ruch ciał nie zajmując się siłami które go sprawiły, 
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albo modyfikują. Takie samoiste uważanie samego tylko ruchu 
stanowi część Mechaniki którą nazwano CYNEMATYKĄ (Кёзпрх ruch). 
W Qynematyce ciała mogą być uważane jakoby pozbawione ma- 
teryi z której są utworzone, to jest jako ciała czysto geometryczne, 
ożywione ruchem zależnym tylko od czasu. Cynematyka jest właś- 
ciwie umiejętnością osobną, która trzyma miejsce między Geometryą 
i Mechanika. Jest ona użytecznem dopełnieniem Dynamiki; i dla- 
tego wyłożymy jej główne twierdzenia po Dynamice punktu, jako 
wstęp do Dynamiki układów bryłowych. 


STATYKA 


ROZDZIAŁ PIERWSZY 


SKŁADANIE I ROZKŁADANIE SIL, 


SIŁY PRZYŁOŻONE DO JEDNEGO PUNKTU. 


6. W każdej sile sa trzy rzeczy do uważania : punkt przyłożenia 
tej siły, jej kierunek i natężenie. 


1° Punktem przyłożenia siły jest punkt materyalny na który 
ona działa bezpośrednio; a że ten punkt jest nieskończenie mały, 
jego położenie w przestrzeni wyznacza się tak jako punktu geome- 
trycznego, przez spółrzędne prostolinijne albo biegunowe. 


2° Kierunkiem siły jest linia prosta wedle której poruszałby się 
punkt materyalny, pod działaniem tej sily, gdyby wychodził ze 
stanu spoczynku wolny od wszelkiej przeszkody. Uważa się zawsze 
siłę jakoby ciągnęła punkt do którego jest przyłożona. Kierunek 
siły wyznacza się przez kąty które linia prosta, wskazująca stronę 
jej działania, tworzy z pół-osiami spółrzędnych dodatnych. 


3° Żeby umieć porównywać siły, trzeba wiedzieć co się rozumie 
przez dwie siły równe. Otóż, mówi się że dwie siły są równe, gdy 
przyłożone do jednego punktu w strony wprost przeciwne, czynia sobie 
równowagę. Dwie siły mogące czynić równowagę tej samej sile są 
równe. 

Wiedza równości sił prowadzi do wyobrażenia sił podwójnych, 
potrójnych,... I tak, jeśli dwie siły, równe sile P, działają na jeden 
punkt i w jednym kierunku, a siła Р’, działając na ten sam punkt 
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i w tym samym kierunku, może sprawić ten sam skutek co le dwie 
siły wzięte razem, mówi się że siła Р’ jest równa 2P ; tak samo wy- 
raża się przez 3P, ЛР,... nP siłę która może zastąpić ёзу, cztery,... п. 
sił równych P, działających razem na jeden punkt i w tym samym 


kierunku. Zogólniając znaczenie sił wielownych, mówimy : siła ~ , 


„„ AB r. PO — 
siła = i nakoniec siła у Р; ete. Na mocy tego co poprzedza, 


łatwo się pojmuje stosunek sił, to jest ich wielkość w porównaniu 
jednych do drugich. 

Natężenie czyli wielkość siły wyraża się przez jej stosunek do siły 
wziętej za jedność. 

Ztąd wynika że, mogąc oszacować siły w liczbach, można je wy- 
znaczyć przez linie proste. Jakoż, biorąc na kierunku siły odcinek, 
idący od punktu jej przyłożenia w stronę działania i wyrażający 
jej natężenie, mamy linię prostą która przedstawia zarazem wiel- 
kość tej siły, jej kierunek i stronę w którą działa. 


7. ZMIANA PUNKTU PRZYŁOŻENIA SIŁY. Gdy w układzie punktów 


A . 

і 
materyalnych siła Р jest przyłożona do punktu A, można, nie naru- 
szając jej skutku, przyłożyć tę siłę Чо innego punktu В jej kierunku, 
byle ten punkt był niezmiennie związany z pierwszym punktem 
A. Jakoż, do punktu В przyłóżmy dwie siły przeciwne P’, Р” równe 
sile Р, i działające wedle prostej AB w kierunkach ВР’, ВР”; te 
dwie siły równe i wprost przeciwne niszczą się, i niezmieniają 
w niczem działania siły Р. Ale siły Р, Р”, równe i przeciwne, czynią 
sobie równowagę za pomocą punktów A i B których odległość jest 
niezmienna ; zostaje więc tylko siła Р’ przyłożona do punktu В, która 
jest właśnie siłą P przeniesioną do jednego z punktów swego kierunkn. 


SKŁADANIE ! ROZKŁADANIE SIŁ. 1 


UwaGa. W naturze ciała nie mają punktów niezmiennie połą- 
czonych ; ich punkta materyalne, a raczej cząstki składowe, mogą 
się mniej więcej zbliżać do siebie albo oddalać. Dlatego też obecne 
twierdzenie, prawdziwe w Mechanice rozumowej, jest tylko przez 
przybliżenie zastosowalne w Mechanice ciał naturalnych. | 


8. SKŁADOWE I WYNIKOWA. Gdy siły działające na układ punktów 
materyalnych, niezmiennie z sobą powiązanych, są takie że wpro- 
wadzając siłę P otrzymanoby równowagę, wtedy można zastąpić te 
wszystkie siły przez jedną siłę Р. Jakoż, wprowadzając siłę P łą- 
cznie z siłą równą i wprost przeciwną, nie naruszamy w niczem 
skutku sił danego układu; a ponieważ z założenia siła P czyni 
równowagę tym ostatnim, zostaje więc tylko siła równa i przeciwna 
sile P. Ta jedyna siła, mogąca zastąpić wszystkie inne, nazywa się 
ich wynikowa (niewłaściwie wypadkową); a nawzajem te ostatnie 
siły nazywają się składowemt. 

9. Jeden układ sił nie może mieć dwóch wynikowych. Albowiem, 
gdyby dany układ sił przywodził się do dwóch wynikowych różnych 
Ri R’, układ punktów materyalnych, pod działaniem tych sił będą- 
cy, mógłby wziąć zarazem dwa różne ruchy ; co oczywiście niemo- 
żebne. Więc, gdy pewna liczba sił ma wynikowę, ta wynikowa 
jest jedyna ; to znaczy, innemi słowy, że niema dwóch sposobów 
różnych składania pewnej liczby sił w jedną. Wyznaczenie wyni- 
kowej danego układu sił wchodzi do zagadnienia równowagi. 

10 W układzie punktów materyalnych wolnych, dwie siły nie 
mogą nigdy czynić sobie równowagi jeśli nie są równe i wprost 
przeciwne. Jakoż, gdyby takie dwie siły P, Р” były w równowadze, 
możnaby zerwać tę równowagę przystawiając w punkcie przyłożenia 
siły Р, naprzykład, siłę Р” równą i wprost przeciwną sile Р. Tym 
sposobem układ trzech sił Р, Р”, P”, z przyczyny że siły P i P’ nisz- 
czą się z założenia, miałby wynikowę P”, a zaś z przyczyny że 
siły Р i Р” niszczą się także jako równe i wprost przeciwne, miałby 
drugą wynikowę. Со niemożebne. 

Zajmiemy się teraz składaniem sił przyłożonych do jednego 
punktu. 

11. WYNIKOWA SIŁ DZIAŁAJĄCYCH W LINII PROSTEJ. Przyjmują zwy- 
kle za widoczne że dwie siły przyłożone do jednego punktu, dzia- 
łająace w tym samym kierunku i w tę samą stronę, dodają się, to 
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jest mogą być zastąpione przez siłę jedyną, która się równa ich 
summie i działa w tę samą stronę co te siły. Mimo tej pozornej 
oczywistości, wolimy dać dowodzenie, rozróżniając dwa przypadki. 


4° Dwie siły przyłożonę do jednego punktu, działające w jednym 
kierunku i obie w jedną stronę, maja wynikowę równa ich summie 
i skierowana w te samą stronę. 


Niech będą najpierwej dwie siły P, Q mające spólną miarę j, 
(ак że Р = mf, 0 =nf; oznaczając przez m i п dwie liczby całko- 
wite. Zastępując siły P i Q przez mfi nf, to jest przez m więcej n 
sił równych, mamy jeydną siłę 


В = (т 4 п) = Р У+- 0 


która jest wynikowa sił Р i Q. 

Jeśli siły Р i Q są niespółmierne, można zawsze wyobrazić siłę Q 
spółmierną z P, i tak mało różną od Q jak się podoba. Owóż, na- 
zywając А’ wynikowe sił spółmiernych Р i Q', będzie, na mocy lego 
co poprzedza, . 


KERER; 
więc 
g R =gr.(P -H 0) =P Fyre, 
albo 
R=P--Q. 
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2° Dwie siły przyłożone do jednego punktu, w kierunkach wprost 

przeciwnych, mają wynikowe równą ich różnicy i skierowaną w stronę 
sity większej. 


Jakoż, przypuszczając Р > 0, mamy 


р=0 +R. 


Widzimy tym sposobem że do punktu A są przyłożone trzy siły, 
to jest : dwie siły Q równe i wprost przeciwne które się niszczą, 
i zostająca siła R równa różnicy Р — Q, która jest wynikową sił Pi Q. 


Z tych dwóch twierdzeń, zogólniając, łatwo wnosimy że : 


Wynikowa ilukolwiek sił działających w linii prostej jest równa 
ich summie algebrycznej. Otrzymuje się tę sammę dając znak wiecej 
siłom działającym w jedną stronę, a znak mniej tym które działają 
w stronę przeciwną, i od summy pierwszych sił odciągając summę 
drugich. 

42. WYNIKOWA DWÓCH SIŁ TWORZACYCH KĄT. Dwie siły P, Q, przy- 
łożone do punktu A w kierunkach AB, АС tworzących kąt ВАС, mają 
wynikowe R która leży na płasczyznie tych sił, i w ich kacie. 


49 Ponieważ dwie siły P, О. przyłożone pod katem ВАС, do punktu 
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materyalnego A, nie mogą być w równowadze (10), ten punkt pod 
ich działaniem nabiera dążności do ruchu w pewnym kierunku 
wyznaczonym. Owóż, przykładając w kierunku wprost przeciwnym 
dostateczną siłę, można zniszczyć tę dążność do ruchu w samej 
chwili jej zaczęcia, to jest w chwili przykładania dwóch sił, i utrzy- 
mać punkt A w równowadze; więc siła R równa i przeciwna tej 
sile jest wynikową dwóch sił P, Q. 


2° Ta wynikowa dwóch sił Р, О pod kątem РАО znajduje się 
na płasczyznie kierunków AP, AQ i wewnątrz kąta PAQ. Bo inaczej, 
możnaby przez punkt A poprowadzić płasczyznę, któraby zosta- 
wiała z jednej strony obie składowe P, Q, a z drugiej ich wyni- 
kowę R; więc punkt materyalny A mógłby wziąć ruch z dwóch 
zarazem stron tej płasczyzny. Со oczywiście niemożebne. 


43. Gdy dwie siły P, Q, przytożone pod kątem do jednego punktu 
materyalnego A, sa równe, ich wynikowa ma kierunek dwójsiecznej 
tego Каа. Bo niema żadnej przyczyny żeby ta wynikowa była bliżej 
jednego ramienia niż drugiego. 


Uwaca. Wynikowa dwóch sił nierównych Р i Q, działających 
pod katem na jeden punkt materyalny, jest bliżej siły większej. 
Albowiem, przypuszczając Р = Q + Т, dwie siły równe Q, działające 
w kierunkach АР, АО, będą miały wynikowę S która jest dwój- 
sieczną kata РАО; a oczywiście dwie siły Si Т mają wynikowę R 
w kącie PAS. 


RÓWNOLEGŁOBOK SIŁ. 


14. TWIERDZENIE PRZYBRANE, W ukośniku ABCD cztery siły równe Р, 
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przyłożone do dwóch wierzchołków przeciwległych А, С, w kierunku 
ramion katów А і C, sa w równowadze. 


Jakoż, w wierzchołku A wynikowa dwóch sił równych P ma 


kierunek przekątnej АС, która jest dwójsieczną katów A i С ; zaś 
w wierzchołku С wynikowa dwóch sił równych Р ma kierunek 
tej samej przekątnej ale w stronę CA. Te dwie wynikowe, z przy- 
_ czyny symetryi figury, są oczywiście równe, to jest wydają ten 
sam skutek ; а że są wprost przeciwne, więc czynią sobie równo- 
wagę. 


15. TWIERDZENIE. Wynikowa dwóch sił przyłożonych do jednego 
punktu i przedstawionych, со do kierunku i do wielkości, przez dwie 
linie proste, jest przedstawiona, со do kierunku t do wielkości, przez 
przekątnę równoległoboku wystawionego na tych dwóch liniach. 


4° Uważajmy najpierwej dwie siły spółmierne P, Q, i niech 
będą, dla utkwienia myśli, 


B= O O = 37. 


Jeśli na kierunkach sił Р, О weźmiemy dwie proste AB, АС pro- 
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porcyonalne do liczb 5, 3, i wystawimy na nich równoległobok 
ABDC, przekątna AD wyznaczy kierunek wynikowej tych sił. Na 
dowodzenie tego, podzielmy bok AB na 5 części równych a bok АС 
na 3 części równe, i przez punkta podziałów poprowadźmy do tych 
boków równoległe, które podzielą równoległobok na ukośniki równe. 
To uczyniwszy, w pierwszym ukośniku ЕІ, przyłóżmy do każdego 
z dwóch wierzchołków przeciwległych Е, I dwie siły f w kierunku 
ramion katów E 11; te cztery siły będą w równowadze (14), i skutek 
sił P, Q nie będzie w niczem naruszony. Przyłóżmy tak samo dwie 
siły / do dwóch wierzchołków przeciwległych każdego z ukośników 
następnych ЕЈ, GC, HK, BL, №, OM. Tym sposobem skutek sił Р 
i Q nie jest w niczem zmieniony. Ale teraz, przypuszczając wszys- 
tkie punkta podziałów stale połączone, można uważać że 5 sił f, 
działające w kierunku BA, są przyłożone w punkcie A w którym 
niszczą siłę wprost przeciwną P = 5f ; podobnie 3 siły f, działające 
w kierunku CA, moga być uważane jako przyłożone do punktu A 
w którym niszczą siłę wprost przeciwną Q =3/; nadto, w punk- 7 
tach E i K dwie siły / równe i przeciwne niszczą się; tak samo 
w punktach Е iL,..., i podobnie w punktach Ii N,... Zostaje więc 
tylko 5 sił f w kierunku OD i 3 siły f w kierunku BD; a to sa 
właśnie siły Pi О przyłożone do punktu D, w kierunkach GD i BD. 
Ztąd wnosimy że wynikowa sił P, Q, przyłożonych do punktu A, 
przechodzi przez punkt D; więc ta wynikowa ma kierunek przeką- 
{пе} AD równoległoboku zbudowanego na prostych AB i АС, 


2° Jeśli siły Р, О są niespółmierne, można zawsze wyobrazić dwie 


siły Q' i Q” spółmierne z siłą Р, i zawierające między sobą siłę О od 
której się rożnią tak mało jak się podoba. Przypuszczając siłę Q 
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mniejszą od siły Q a siłę Q” większą, weźmy proste, AB, АС, 
АС’, AC” proporcyonalne do sił P, Q, Q' Q”, i wystawmy równole- 
głoboki ABDC, ABD'C', АВЮ”С”. Na mocy 1°, wynikowa dwóch 
sił spółmiernych PiQ/, przedstawionych przez proste АВ i AC, 
ma kierunek przekątnej AD’ równoległoboku ABD'C'; ale, ponie- 
waż Q > (/, wynikowa sił P i Q jest w kacie D'AC. Podobnie, wyni- 
kowa dwóch sił spółmiernych Pi Q” ma kierunek przekątnej AD” 
równoległoboku ABD'C'; a ponieważ Q < 0”, wynikowa sił Pi Q 
jest w kącie D”AB. To dowodzi że wynikowa sił Pi Q jest w ka- 
cie D'AD”, i temsamem czyni z przekątną AD równoległoboku ABDC 
kat mniejszy od kata ПАП”. Owoż, biorąc siły Q’ i Q” coraz mniej 
się różniące między sobą, można uczynić kąt D'AD” tak małym jak się 
podoba ; tym sposobem kat wynikowej z przekątna AD, powinienby 
stać się mniejszym od wszelkiej ilości naznaczonćj ; ale, ten kąt jest 
stateczny, więc nie może być tylko zero. Zatem, wynikowa dwóch 
sił jakichkolwiek, przedstawionych przez dwie proste AB, AC jest 
skierowana wedle przekątnej równoległoboku wystawionego na 
tych liniach (®). 


Aby wyznaczyć natężenie wynikowćj R dwóch sił P iQ, przyło= 


„onych do punktu A, przyłóżmy do tego punktu siłę R’ równą i 
przeciwną sile R. Ponieważ trzy siły Р, Q, В’ за w równowadze, 
jedna z nich, na przykład Q, jest równa i przeciwna wynikowćj 
dwóch innych P i R”. Jeśli więc przez punkt B poprowadzimy, ró- 
wnolegle do przekątnej AD, prostę ВС która przelnie w C' przedłuże- 


*) Zob. inne dowodzenie na końcu dzieła, Nota Т. 
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nie boku AC, i przez punkt C’, równolegle do BA, prostę СЛ) która 
przetnie w D' przedłużenie przekątnej AD, długość АР’ będzie przed- 
stawiała natężenie czyli wielkość siły R’; albowiem, wszelka inna dłu- 
gość łącznie z długością AB dałaby równoległobok którego prze- 
katna miałaby kierunek różny od АС. Owóż, AD = BŒ = AD; 
więc przekątna AD wyraża natężenie wynikowej \% dwóch sk P iQ. 


Mamy zatem ogólne twierdzenie : Wynikowa dwóch sił Pi Q, 
przyłożonych do punktu materyalnego A w dwóch kierunkach jakich- 
kolwiek, jest przedstawiona, co do wielkości t do kierunku, przez prze- 
капе AD równoległoboku ABDC, wystawionego na liniach AB, AG 
które przedstawiają te siły co do wielkości i do kierunku. 


NAWZAJEM, jakakolwiek siła R. może być zawsze zastąpiona przez dwie 
siły P, Q; z jednym tylko warunkiem, że te dwie siły będą przedsta- 
wione, co do wielkości i do kierunku przez boki dż w know które- 
goby R była przekątną. 


16. Ponieważ w równoległoboku ABDC, bok BD jest równy 
bokowi AC i do niego równoległy, dwie siły.PQ i ich wynikowa R 
są przedstawione, со do wielkości i do kierunku, przez trzy boki AB, 
BD, AD trójkąta ABD w którym kąt В jest spełnieniem kąta РАО. 
Co daje 


albo 


3 BONO уй... 
(1) wst(R,Q)  wst(R,P) мі (Р, Q) 


Ostatnie równania dowodzą że każda z trzech sił Р, О, R jest 
proporcyonalna do wstawy kąta utworzonego przez dwie inne. 


Nadto, oznaczając przez 0 kąt PAQ, mamy jeszcze 
(2) R? = P? Q? + 2PQ dos 8, 


Jeśli kat Ө jest prosty, wtedy, nazywając = kąt wynikowej R ze 
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składową P, będzie 
(3) P=Rdosa, 0 = А wst a, 
В? = Рр? 4- 0°, 
z równaniem warunkowemi 
dos*a —- wst?a = 1. 

To wszystko pokazuje że składanie dwóch sił przyłożonych do 
jednego punktu, i rozkładanie jednej siły na dwie inne, są prostem 
zagadnieniem rozwiązywania trójkątów. 

Gdy siły Рі Q są równe, równoległobok staje się ukośnikiem ; 
wtedy równanie (2) daje 

R? = 2P24 + dos 0) = 4P? dos* 5; 
ztąd 


6. 8 
В = 2Р dos z . 


Biorąc 6 = A będzie 


R =D. 


Ten wynik dowodzi że trzy siły równe, przyłożone do jednego 
punktu, których kierunki dzielą cztery katy proste na trzy równe 
części, są w równowadze. Со widoczne @ priori, 

Uwaga. Gdy kat 6 malejąc dochodzi do zera, równanie (2) staje się 

В? = P2 Q? ор(у-— (P + Q}? 
zkąd 


R=P--Q; 
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a gdy kąt 6 rosnąc dosięga wartości r, równanie (2) bierze kształt 
R: — P> 0)? —2P0 = (Р — 0)? 
жай, przypuszczając P >Q, wywodzimy , 


R=P—Q. 


Te dwa wyniki zgadzają się z dwoma juź wiadomemi twierdze- 
niami. 


17. WIELOKĄT SIŁ. Za pomocą równoległoboków, można wyzna- 
czyć wynikowę jakiejkolwiek liczby sił Р, Р’, P”,..... przyłożonych 


do jednego punktu, i przedstawionych przez proste AB, AB’ АВ”... ; 
dość tylko złożyć najpierwej dwie siły P, P'; potem złożyć ich 
wynikowę z siłą Р”; następnie tę nową wynikowę z siłą Р”; i tak 
dalej, aż do ostatniej siły. Ale, otrzymuje się prościej tę wynikowę 
przez wielokąt którego boki mają wielkość i kierunek linij przedsla- 
wiających dane siły, Biorąc, naprzykład, prosię AB która przedstawia 
siłę P, za pierwszy bok wielokąta, przez wierzchołek B prowadzi 
się bok ВС, mający wielkość i kierunek prostej AB' która przedsta- 
wia siłę Р”; przez wierzchołek С bok GD, mający wielkość i kierunek 
prostej AB” która przedstawia siłę Р”; i tak dalej, aż do ostatniej 
siły. Prosta AF, „zamykająca wielokąt, przedstawia wielkość i kieru- 
nek wynikowej sił danych Р, P', P”..... 

Ztąd wnosimy że, jeśli wielokąt sił, płaski albo spaczony według 
tego jak siły są albo nie sa wszystkie na jednej płasczyznie, sam się 
zamyka, te siły są w równowadze; i NAWZAJEM; jeśli dane siły sa 
w równowadze wielokąt sił sam się zamykać must. i 
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18. RÓWNOLEGŁOŚCIAN SIŁ. Uważajmy w szczególności przypadek 


trzech sił X, Y, Z, przyłożonych do jednego punktu O i przedstawio- 
nych przez trzy proste ОА, ОВ, 00. Widzimy łatwo że prosta 06, 
zamykająca wielokąt skośny O0ADG, przedstawia wynikowę tych 
trzech sił, i jest przekątną równoległościanu OADBQ wystawionego 
na trzech prostych ОА, OB, OC. Co zresztą widoczne, bo siły X 
i Y dają wynikowę OD, a ta ostatnia złożona z siłą Z daje wyni- 
kowę 0G =R. | 

Nawzajem, można zawsze rozłożyć siłę R, którą prosta OG przed- 
stawia, na trzy inne siły w kierunkach jakichkolwiek ХХ”, YY, ZZ; 
byle te kierunki przechodziły przez punkt przyłożenia О danej 
siły R. Albowiem, prowadzące przez punkt G trzy płasczyzny ró- 
wnoległe do płasczyzn XOY, X0Z, YOZ, tworzymy równoległościan 
którego trzy krawędzie przyległe ОА, ОВ, OC przedstawiają trzy 
składowe X, Y, Z, mające żądane kierunki XX ҮҮ, ZZ, 

Gdy trzy składowe X,Y,Z są prostopadłe między sobą, na- 
zywając a, b, e kąty jakie czyni kierunek wynikowej R z kierun- 
kami tych składowych, będzie 


(д) X=Rdosa, Ү= К 0050, 4=kdos«. 


Те równania даја wielkość i kierunek wynikowej, gdy składowe 
są wiadome. 


Jakoż, dodając kwadraty, mamy 
R*(dos*a -+ 00520 + доз?) = X* Y? -L 72; 


MECHANIKA. Н 9 
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ale kąty a, b, e powinny zadość czynić równaniu warunkowemu 


дова -+ dos*% -+ dos*e = 1 ; 


R*=X*--Y?--Z% albo R=VEF FZ. 
A zatem 


dosa==, dosó= 


Fl 


ү 
3 dosc=p . 


21 < 


Trzeba uważać że siedem ilości X, Y, Z, К, п, Б, с są związane 
czterema równaniami; więc, mając dane trzy z tych ilości, byle . 
między niemi była przynajmniej jedna siła, można wyznaczyć wszys- 
tkie inne. 


19. Rzury sie. Nazywa się rzutem siły na osi albo na płasczyznie rzut 
linii prostej która przedstawia tę siłę co do wielkości i do kierunku. 
Jeśli oznaczymy przez а, 8, у kąty siły Р z trzema osiami spół- 
rzędnemi prostokątnemi, rozumiejąc przez kąt siły z osią kąt ostry 
albo rozwarty, jaki czyni jej kierunek działania z pół-osią spółrzęd- 
nych dodatnych; wtedy wieloczyny Р dosa, P 1052, Pdosy, wyraża- 
jace trzy składowe siły P, będą rzutami tej siły natrzech osiach spół- 
rzędnych, a zaś wieloczyny Р wsty, PwstB, Pwsta jej rzutami па 
trzech płasczyznach spółrzędnych zy, 22, yz. 


Za pomocą rzutów na trzech osiach spółrzędnych, łatwo się wy- 


źnacza wynikowę sił przyłożonych do jednego punktu, gdy jest 
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wiadoma wielkość każdej siły i jej katy z temi osiami. Jakoż, niech 
będa siły Р, Р, Р”... przyłożone do punktu A; poprowadźmy 
przez ten punkt trzy osie prostokątne АХ, АҮ, AZ, i nazwij- 
my a,fy; a Py;..... katy kierunków sił z osiami. Poczem, roz- 
łóżmy siłę P na trzy siły, mające kierunki dodatne albo odjemne 
na osiach spółrzędnych ; te trzy składowe będą wyrażone, со do 
wielkości i do znaku, przez wieloczyny Р dosa, Р dosB, Р dos у. Tak 
samo składowe siły Р' wyrażają przez Р dosa, Pdosf/, Р 05у; ele. * 
Owoż, siły działające wedle każdej ze trzech osi składają się w jedną 
która jest ich summą algebryczną, а te trzy summy są oczywiście 
trzema składowemi wynikowej R sił danych; więc, nazywa- 
јас a, b, c kąty wynikowej z pół-osiami spółrzędnych dodatńych , 
będzie 

R dosa = Р dosa + P' dosa + P” dosa” -- ... 
(5) R.dosb = Р 0056 + P'dosf' -+ В” dosk" -H.a 


R dos е = Pdosy --P'dosy -+ P”dosy” -|-.... 


albo, oznaczając przez У summę wyrazów podobnych względnie 
do wszystkich sił, mamy prościej 


R dosa = ЕР dosa, 
R 1050 = xP dosb, 


R dosc = SP dosy 


Ztąd wyprowadzamy 


R == (УР dos a)? -+ (ЕР dost)? -F (ЖР dos у). 


УР dos a бш. УР dos мнз шы Ур dosy 
= Siia = 


dosa= R > r 


« 
20. Natężenie wynikowej zależy tylko od wielkości sił składo- 
wych i od ich kątów, a bynajmniej od osi spółrzędnych, ani temsa- 
mem od katów 2, 6, у, «..... Aby to wyraźniej okazać, podnieśmy 
do kwadratu obie strony równań (5) i dodajmy; bacząc na 
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równania warunkowe 


dos? х + dos?8 -+ 05у = 1, 
dos*«' + йоз? + до? у = 1, 
znajdziemy 


В == Рз | РЗ рз шр), 
-+ 2PP(dosa dos» -+ 1058 056 + dosydosy') 
-+ 2PP'”(dosz dosa” -+ 05 6 йоз ®” -+ dosydosy”) -|- ... 
-- 2P'P'(dos « dosa” -- dos В 4058” + dosy dosy”) -+ ..... 


Owoż, 
dos < dos ® -+ dos BdosB' -+ dos у dos у = dos(P, P’) ; etc. 
więc 


(6) В? = P2 р® || ,,... 2PP' dos(P,P') 
-Е 2РР” dos(P, В”) + ..... 2P'P” dos(P”, Р”) +- . . 


То równanie dowodzi twierdzenia geometryi : W wielokącie 
płaskim albo spaczonym, kwadrat jednego boku jest równy summie 
kwadratów innych boków, więcej podwójny wieloczyn każdych dwóch 
boków przez dostawę kata zawartego. 


21. Często rozkłada się daną siłę P na dwie tylko, z których 
jedna działa na osi AX, na przykład, a druga na płasczyznie YZ 
prostopadłej do AX. Те dwie siły wyrażone przez Р dosa i Р wsła 
są rzutami siły P na osi i na płasczyznie. Jeśli tak rozłożono 
wszystkie siły P,P',P”,... przyłożone do punktu A, wynikowa 
sił działających na osi AX będzie sunmą Р dosa -} Р dos а 
+ P'dosa' -|- ..... która, jakośmy widzieli, równa się wieloczyno- 
wi Rdosa; to się wyraża mówiąc : wynikowa sił szacowanych 
wedle osi jakiejkolwiek jest równa algebrycznej summie tych sił 
szacowanych wedle tej samej osi. 
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Siły Pwsta, P'wsta, P"wsla”,... składają się w jedną wynikowę 
która przechodzi przez punkt ich przyłożenia. 

Z tego wszystkiego wynika ważne twierdzenie. Gdy siły są przy- 
łożone do jednego punktu, кїт ich wynikowój na ost albo na PLAS- 
GZYZNIE jest wynikową odpowiednych rzutów tych sit. 


SKŁADANIE SIŁ RÓWNOLEGŁYCH. 


22. WYNIKOWA DWÓCH SIŁ RÓWNOLEGŁYCH. 1° Niech będą dwie 
siły P,Q równoległe i działające w jedną stronę, przyłożone do 


dwóch punktów A, В połączonych niezmiennie. Przyłóżmy w Ai В 
dwie siły M, N równe i przeciwne, działające wedle prostej AB; 
te siły, niszcząc się nawzajem, nie naruszą w niczem skutku sił P, Q. 
Ale siły МІР таја wynikowę 5 w kącie MAP, a siły NiQ 
wynikowę Т w kącie ХВО: kierunki ASi ВТ sił SiT spoty- 
Каја się w punkcie р, bo SAB + ТВА > 180°; więc te siły mają 
wynikowę która przechodzi przez punkt D i jest wewnątrz kąta SDT. 
Poprowadźmy przez D równoległę МХ do AB, і równoległę DC 
do kierunku sił Р, 0. Przypuszczając punkt D niezmiennie zwią- 
zany z Ai В, możemy do niego przenieść siły S, Т, i rozłożyć 
pierwszą na składowe Р, M w kierunkach DC, DM, a drugą na 
składowe Q, N w kierunkach DC, DN. Owoż, w punkcie D, dwie 
siły M, №, równe i przeciwne, niszczą się ; zostają więc tylko dwie 
siły Р, Q, skierowane wedle DC, które się dodają. Ztąd wnosimy 
że dwie siły równoległe, działające w jedną stronę, mają zawsze wyni- 
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kowe, która się równa ich summie, leży na ich płasczyźnie, jest równo- 
legła. do każdćj z nich ti działa wewnątrz tych sit w tę samą stronę. 


Aby wyznaczyć kierunek wynikowej, uważajmy że, w punkcie D, 
składowe Р, M siły S są proporcyonalne do boków DO, AG trój- 
kąta DCA ; a zaś składowe Q, N siły Т proporcyonalne do bo- 
ków 0С, ВС trójkąta DCB. Co daje 


M 2 740 
GD AG GD 


Р 


Jeśli więc, bacząc że siły М, N są równe, podzielimy stronami (е 
dwie równości, otrzymamy proporcyę 


В BC 


oa АС” 
która pokazuje że kierunek wynikowej R dzieli, w punkcie С, odle- 
głość AB na części odwrotnie proporcyonalne do składowych P, Q. 


Punkt С przez który przechodzi wynikowa dwóch sił równo- 
ległych Р, Q, jest niezależny od kierunku równoległości ; nie zależy 
nawet od wielkości samoistej tych sił, byle tylko ich stosunek 
i punkta przyłożenia zostawały te same. Dlatego punkt С nazywa 
się zwykle punktem przyłożenia wynikowej. 


Z tego co poprzedza i z powyższej proporcyi wywodzimy trzy od- 
dzielne równania 


(7) 


które wyrażają związki dwóch sił równoległych i ich wynikowej. 
Dwa ostatnie równania pokazują że każda z trzech sił równołe- 
głych P, Q, R jest przedstawiona przez linię prostą która tączy punkta 
przyłożenia dwóch innych. 


Trzy równania (7) wyznaczają trzy z sześciu ilości Р, 0), R, ВС, 
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АС, AB, gdy trzy inne są dane ; byle między danemi była przynaj- 
mniej jedna siła i jeden odcinek. 


9° Uważajmy teraz dwie siły Р, О, równoległe skierowane w strony 
przeciwne. Przypuszczając Р >> 0, możemy, na mocy 1°, rozłożyć 


ałę Р na dwie inne, jedną równą i przeciwną sile О w punkcie B, 
drugą Р — Q którą nazwiemy R; ta ostatnia jest przyłożona w punk- 
cie С zewnątrz sił Р, 0, ze strony siły większej Р. Owóż, w punk- 
cie B, dwie siły Q równe i wprost przeciwne niszczą się; zostaje 
więc tylko jedyna siła R= P — Q. Ztąd wnosimy że dwie siły 
równoległe nierówne, działające w strony przeciwne, mają wynikowę, 
która się równa ich różnicy, leży na ich płasczyznie, jest równoległa 
do każdej z nich i działa zewnątrz tych sił w stronę większej. 


Do wyznaczenia punktu C, przez który przechodzi wynikowa R, 
mamy proporcyę 


BC _ AB 
0 


ткай 


” ЇР! А, 
| = нб АВ, 


Punkt C, przez który przechodzi wynikowa dwóch sił równo- 
ległych, jest niezależny od kierunku równoległości i od samoistej 
wielkości tych sił, i dlatego nazywa się punktem przyłożenia wyni- 
kowej sił równoległych. у 
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Okazane powyżej związki wyrażają się przez równania 


R=P—Q, 


(8) нйн, аЬ. 
@ ЧУ, AGF TAB" 


Ostatnie dwa równania dowodzą że każda ze trzech sił równo- 
ległych P, Q,R jest przedstawiona przez linię prosta która łączy 
punkta przyłożenia dwóch innych. 


Równania (8) istnieją dopóki tylko dwie siły Pi Q, równoległe 
i działające w strony przeciwne, zostają nierówne, jakkolwiek mała 
jest ich różnica. Ale, jeśli P= Q, wtedy R=0 i BC =æ. Те 
osobliwe wyniki nie są dowodem, ale tylko niejakim wskazem, że 
dwie siły równoległe równe i działajace w strony przeciwne nie таја 
wynikowej, 

Układ takich dwóch sił będziemy nazywali dwojanem (*). Dowie- 
dziemy później że dwojan nie ma wynikowej, i nie jest w równo- 
wadze. 


23. Uważajmy teraz jakąkolwiek liczbę sił równoległych Р, P', P”,.. 
które są przyłożone do punktów A, А’, A”,... związanych niezmien- 
nie między sobą. Przypuszczając że dane siły ciągną wszystkie w je- 
апа stronę, składamy najpierwej dwie z tych sił w jedną; potem 
tę nową siłę składamy z trzecią ; i tak dalej postępując aż do ostat- 
niej, otrzymujemy wynikowę wszystkich sił danych, równą ich 
summie i do nich równoległą. Punkt przyłożenia wynikowej wy- 
znacza się przez ciąg proporcyj któreśmy wyżej podali. 


Gdy dane siły równoległe nie działają wszystkie w tę samą stronę, 
szukamy wynikowej sił które ciągną w jedną stronę, i wynikowej 
sił które ciągną w stronę przeciwną. Tym sposobem cały układ sił 
danych przywodzi się do dwóch sił równoległych, działających 
w dwie strony przeciwne; każda z tych dwóch sił jest równa sum- 
mie sił jednego kierunku, te dwie wynikowe częściowe, w ogóle, 
składają się w jedną siłę, równą ich różnicy i do nich równoległą, 


(*) Dotad nazywano ten układ para sił; nazwisko dziwaczne i niedogodne. 
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skierowaną w stronę siły większej ; jej punkt przyłożenia wyznacza 
się sposobem już wiadomym. 

Jeśli dwie wynikowe częściowe są równe i wprost przeciwne, 
dany układ sił jest w równowadze ; ale, jeśli te dwie wynikowe, 
równoległe i równe, nie są wprost przeciwne, wtedy dany układ sił 
równoległych stanowi dwojan. Wiec, ogólnie, wynikowa sił równo- 
ległych jest równa ich summie algebrycznej i do nich równoległa. 

Punkt przyłożenia wynikowej sił równoległych, czy one ciągną 
wszystkie w tę samą stronę, czy też jedne ciągną w jedną stronę 
a drugie w przeciwną, zależy tylko od stosunku wielkości tych sił, 
i od figury którą tworzą ich punkta przyłożenia. Tak że, jeśli 
wszystkie siły zmienią razem wielkość i kierunek, byle miały te 
same punkta przyłożeń, i zachowały między sobą równoległość 
i ten sam stosunek, ich wynikowa będzie zawsze przechodziła przez 
ten sam punkt, który, dla tej szczególnej własności, nazywa się 
środkiem sił równoległych. 


SKŁADANIE DWOJANÓW. 


21. Wiemy już że dwie siły równoległe równe i działające w strony 
przeciwne stanowią dwojan. 


ze 


I tak, dwie siły + P i — Р, równoległe i równe, ale działające 
w strony przeciwne, przyłożone do dwóch skrajności A i B linii 
prostej AB, tworzą dwojan, który wyrażamy pisząc (Р, — Р). Ra- 
miemem dźwigni dwojanu jest prostopadła spólna AB do kierunku 
jego sił -P i — P; a wieloczyn jednej z tych sił przez ramie 
dźwigni nazywa się momentem dwojanu ; i tak, P.AB jest momen- 
tem dwojanu (Р, — Р). Aby dwojan był zero, trzeba i dość jest 
żeby jego moment był zero. 
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Przez działanie dwojanu trzeba rozumieć działanie jego sił, każdej 
osobno, nie zaś ich działanie złożone które nie przedstawia żadnegc 
określonego sensu. 

Składanie dwojanów opiera się na dwóch następujących twier- 
dzeniach. 


25. TWIERDZENIE I. Można przenieść dwojan równolegle, na jego 
płasczyznie albo na płasczyznie równoległej, i zmienić wielkość ramie- 
nia dźwigni ; byle się tylko moment dwojanu nie zmienił, i nowe ramie 
było stale związane z dawnem, skutek działania dwojanu ten sam 
zostanie. 


Niech będzie dwojan (Р, — Р) mający moment P.AB; weźmy 
za nowe ramie dźwigni prostę A'B’, równoległą do prostej AB, 
i, przypuszczając te dwie linie połączone niezmiennie, przyłóżmy 
do każdego z dwóch punktów A”, B' dwie siły Р’, P” równe i wprost 
przeciwne. Te siły, niszcząc się między sobą, nie naruszają w ni- 
czem działania dwojanu (Р, — Р). Ale teraz, jeśli siły równe Р’, Р” 
są równoległe do siły Р, i jeśli wzięto siłę Р’ i prostę A'B’ tak 
żeby momenta P.AB, P..A'B' były równe, skutek działania dwojanu 
(Р, —P'), mającego ramie dźwigni A'B', będzie tąki sam jak dwo- 
janu (P, —P). 


Jakoż, trójkaty podobne АОВ, A'OB' dają 


ОА „OB... AB , 
OR ОА др", 


a z równania 


PAB ==P.,AB" 


12 
~I 
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wynika 


Więc mamy 


р'_ OA _0B 
PIÓR! УУ 


Dwa ostatnie równania dowodzą że wynikowa dwóch sił równo- 
ległych Р, Р”, przyłożonych do punktów A, В’ jest równa summie 
Р -+ P” i przechodzi przez punkt О; tak samo wynikowa dwóch 
sił równoległych — Р, — Р”, przyłożonych do punktów В, А’, jest 
równa summie — P — P”, i przechodzi także przez punkt О. Owóż, 
te dwie wynikowe, równe i wprost przeciwne, niszczą się; zostaje 
więc tylko dwojan (P', — Р), mający ramie dźwigni A'B, któ- 
rego działanie jest to samo co dwojanu (P, — P). 

26. "TWIERDZENIE П. Można obrócić dwojan, na jego płasczyznie, 
około środka ramienia dźwigni, nie zmieniając w niczem skutku działa- 
nia ; byle tylko nowe ramie dźwigni było stale związane z dawnem. 


Na płasczyznie danego dwojanu (Р, — Р), przez środek О ramie- 
nia dźwigni AB, poprowadźmy prostę A'B' równą prostej AB, 
i, przypuszczając te dwie linie połączone niezmiennie, przyłóżmy do 
każdego z punktów А’, В’, dwie siły Р’, Р” wprost przeciwne, 
prostopadłe do A'B' i równe sile P. Te siły, niszcząc się między 
sobą, nie wpływają na działanie dwojanu (P, -— P). Ale teraz, dwie 
siły równe —Р,Р”, przyłożone do punktów A, А’, mogą być uważane 
jako przyłożone do punktu H ściśle związanego z danym układem; 
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wynikowa tych dwóch sił ma kierunek prostej HO która jest zarazem 
dwójsieczną katów АНА’ i AOA’, z przyczyny równości trójkątów 
prostokątnych НОА, HOA’. Tak samo, wynikowa dwóch sił ró- 
wnych P',—P”, które można uważać jako przyłożone w punkcie К, 
ma kierunek dwójsiecznej K'O kątów BKB'i BOB. Owóż, te dwie 
wynikowe, oczywiście równe i wprost przeciwne, niszczą się; 
zostaje więc tylko dwojan (P', — Р”) mający ramie dźwigni A'B’, 
a on jest właśnie dwojanem (Р, — Р) który się obrócił na swojej 
płasczyznie około środka О ramienia dźwigni. 

Na mocy tego co poprzedza, można przedstawiać dwojany przez 
ich momenila, to jest pisać P.AB zamiast (Р, — Р). 


27. Nietrudno teraz dowieśdź że Dwojan nie ma wynikowej, 
albo innemi słowy, że Jedna siła nie może trzymać w równowadze 


dwojanu. 
| 4 
„В 


A 


Jakoż, gdyby były równowaga między siłą R przyłożona w punk- 
cie A i dwojanem (P, — P), możnaby, przenosząc dwojan, przy- 
wieśdź jego siłę P do punktu A, i przez ten punkt poprowadzić oś 
stałą, prostopadłą do płasczyzny dwojanu. Ta oś nie narusza równo- 
wagi ; ale, niszcząc siły P i R, nie może niszczyć siły — P. Więc 
równowaga między siłą R i dwojanem (P, — P) nie istnieje ; zatem 
dwojan nie ma wynikowej. Dodajemy jeszcze że dwojan nie może 
być w równowadze, bo jego dwie siły nie są wprost przeciwne (10). 


28. Przyjmując pewną ugodę, łatwo określić to co się nazywa 


stroną obrotu dwojanu P.AB. W tym celu, przez środek ramienia 
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dźwigni AB, poprowadźmy do płasczyzny MN dwojanu P.AB pros- 
topadłę LL’ która się nazywa jego osią; poczem wyobraźmy sobie 
że widz, stojący na tej płasczyznie wzdłuż osi LL’, patrzy na stronę 
w którą siły dwojanu mogłyby obrócić ramie dźwigni około jego 
środka O, gdyby ten punkt był ustalony. W dwojanie (Р, — Р) widz, 
oparty wzdłuż pół+osi OL, spostrzegałby dążność do ruchu ramie- 
nia dźwigni AB około środka О, od lewej ręki do prawej, tak 
właśnie jak się obracają wskazówki zegaru. Otóż, strona obrotu ra- 
mienia dźwigni dwojanu tak jako wskazówki zegaru nazywa się stroną 
obrotu tego dwojanu. W dwojanie (О, — О) widz, stojący na jego 
płasczyznie i oparty wzdłóż pół-osi OL’, spostrzegałby obrot mo- 
zebny dwojanu w stronę przeciwną wskazówek zegaru. Dla tej 
przyczyny kierunkiem osi w obydwóch dwojanach jest LL. 

To ustaliwszy, jeśli na pół-osi OL, około której dwojan (Р, — Р) 
obracałby się jako wskazówki zegaru, weźmiemy długość ОС równą 
jego momenlowi P.AB = Pp, prosta OG, wyrażająca zarazem 
moment dwojanu, kierunek jego płasczyzny i stronę obrotu, wy- 
znacza go zupełnie. Tak określoną prostę Об, Porssor, twórca 
dwojanów, nazywa овп dwojanu ; a zaś Gatcny i Ѕтовм mianują tę 
prostę ОС momentem linżjnyn dwojanu. Jedna i druga nazwa zosta- 
wia do życzenia. 

Za pomocą momentu linijnego (albo osi dwojanu w znaczeniu 
wyżej określonem) dwojany przedstawiają się geometrycznie, tak jako 
siły, przez linię prostą дапа z wielkości i kierunku; z tą jednak 
istotną różnicą że, w dwojanach ta linia może się przenosić w przes- 
trzeni równolegle do siebie samej, gdy tymczasem w siłach może 
się tylko przenosić wzdłuż swojego kierunku. 


Wynika ztąd ogólne twierdzenie. 


bwa dwojany mające te same momenta lintjne są równowarte. 


29. DwOJANY MAJĄCE OSIE RÓWNOLEGŁE. Те dwojany leżące na 
jednej płasczyznie, albo na dwóch płasczyznach równoległych, mo- 
żna zamienić na inne mające równe ramiona dźwigni, i sprowadzić 
na jedną płasczyznę tak, żeby miały spólną oś i spólne ramie dźwi- 
gni. W tem położeniu, siły nowych dwojanów, będące w linii pros - 
tej, składają się w jedną siłę równą ich summie algebrycznej. Jeśli 
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teraz, oznaczając przez Pp, Pp, P'p”,... momenta danych dwoja- 
nów, weźmiemy p za spólne ramie dźwigni w dwojanów, wy- 


p” n 


nikowa ich sił będzie równa summie РЕР Р + А LL. 


w której trzeba uważać za dodatne siły “Жы w jedną stronę, 
a zaodjemne te które ciągną w stronę przeciwną. Zatem moment 
dwojanu wynikowego równa się wieloczynowi 


Pp 74 


(P+ U bw noz Bon РЬ Р} ni 


Owóż, moment linijny dwojanu wynikowego będzie właśnie równy 
summie algebrycznej, która stanowi drugą stronę powyższego ró- 
wnania, jeśli damy momentom linijnym znak więcej albo mniej, 
według jak odpowiedające im dwojany mają obrót wskazówek 
zegaru albo obrót przeciwny. Więc dwojany mające osie równoległe 
składają się tak jako siły w linii prostej, przez dodawanie ; i moment 
linijny dwojanu wynikowego jest równy summie algebrycznej momentów 
lintjnych składowych, 


30. RÓWNOLEGŁOBOK DWOJANÓW. Moment lintjny dwojanu wyniko- 
wego dwóch dwojanów, których płasczyzny przecinają się, jest przed- 
sławiony, co do wielkości i do kierunku, przez przekątne równoległo- 
boku wystawionego na momentach lintjnych dwojanów składowych. 


Niech będą dwa dwojany na dwóch płasczyznach CA, СВ przecina- 
jacych się wedle prostej OC. Przypuszczając że te dwojany, spro- 
wadzone do sił równych P skierowanych wedle OC, mają momenta 
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P.OA, P.OB, dopełnijmy równoległoboku OADB, i do punktu D 
przyłóżmy dwie siły przeciwne, równe sile P i do niej równoległe; 
przez co nie naruszymy w niczem danych dwojanów. Ale teraz, dwa 
dwojany P.OA, P.DB, mające momenta linijne równe i znaków 
przeciwnych, niszczą się ; zostaje więc tylko dwojan P.OD który 
jest wynikowym dwojanów uważanych. 

То mając, przez punkt O poprowadźmy proste ОЕ, OF od- 
powiednio prostopadłe do płasczyzn CA, СВ, i równe ramionom 
dźwigni ОА, ОВ ; dopełnijmy równoległoboku OEGF. Cztery pro- 
ste ОА, OB, OE, OF за па płasczyznie prostopadłej do ОС; zatem 
katy KOF, AOB, mające ramiona odpowiednio prostopadłe, są równe. 
Ztąd wnosimy że równoległoboki OEGF, OADB, mające kąt równy 
zawarty między dwoma bokami równemi, każdy każdemu, są równe; 
więc przekątna 0G—=0OD, i kąt GOE=DOA, a następnie 
kąt GOD = BOA; ale ostatni jest prosty, więc kąt GOD jest także 
prosty. To dowodzi że przekątna OG jest prostopadła do płas- 
czyzny COD dwojanu wynikowego P.OD. Uważajmy teraz że mo- 
menta linijne trzech dwojanów Р.ОА, P.OB, P.OD за proporcyo- 
nalne do trzech prostych QE, OF, OG. Owóż, jeśli weźmiemy siłę P 
za jedność sił, te trzy proste będą odpowiednio momentami linij- 
пеші dwojanów składowych i wynikowego; więc moment lintjny 
dwojanu wynikowego jest przekątną równoległoboku wystawionego na 
momentach linijnych dwojamów składowych, 


31. UwaGA. Powyższe dowodzenie nastręcza sposób rozkładania 
dwojanu (Р, —P) na dwa inne, mające tę samą siłę Р ileżące па 
dwóch płasczyznach jakichkolwiek; byle tylko płasczyzny trzech 
dwojanów przecinały się wedle tej samej linii prostej. Jakoż, niech 
będzie dwojan P.OD na płasczyznie СЮ, i dwie płasczyzny 
CA, СВ które przecinają płasczyznę СР wedle prostej OC (ost. fig.). 
Przez punkt O poprowadźmy, do prostej 0С, płasczyznę prosto - 
рафа, która przetnie trzy płasczyzny CA, СВ, CD wedle pros- 
tych ОА, OB, OD; poczem, na przekątnej OD wystawmy równo- 
ległobok OADB. To uczyniwszy, jeśli przyłożymy do punktu B 
dwie siły przeciwne, równe sile Pi do niej równoległe, nie naru- 
szymy w niczem dwojanu P.OD. Ale teraz mamy dwa dwo- 
jany P.OB i P.BD; pierwszy jest na płasczyznie QB, a drugi, ró- 
wnoległy. do płasczyzny СА, może się przenieść па tę płasczyznę, 
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na której prosta ОА będzie jego ramieniem dźwigni. Więc dwo- 
jan P.OD jest to samo co dwa dwojany P.OA i P.OB, leżące na 
dwóch płasczyznach danych i mające siłę P. 


32. WIELOKAT DWOJANÓW. Za pomocą równoległoboku dwojanów 
składa się dwojany jako siły, i znajduje się dwojan wynikowy bu- 
` dując wielokąt dwojanów z ich momentów linijnych; prosta za- 
mykająca ten wielokąt jest momentem linijnym dwojanu wyniko- 
wego. Złąd wnosimy że, jeśli wielokąt dwajanów sam się zamyka, 
te dwojany są w równowadze ; i nawzajem, jeśli dwojany są w ró- 
wnowadze, to ich wielokąt sam się zamykać powinien. 


RÓWNOLEGŁOŚCIAN DWOJANÓW. Uważajmy w szczególności przypa- 
dek trzech dwojanów, których momenta linijne L, M, N, przedsta- 
wione przez proste OA, OB, OC, (fig. stronicy 17), przechodzą przez 
punkt O. Widzimy łatwo że, jako w równoległościanie sił, pros- 
ta Об zamykająca wielokąt OADG wyraża moment linijny dwojanu 
wynikowego, który nazwiemy G, i jest przekątną równoległościanu 
wystawionego na trzech prostych ОА, OB, OC. Nawzajem, można 
zawsze rozłożyć dwojan, którego momentem linijnym jest OG, na 
lezy inne, mające osie skierowane wedle trzech prostych ОХ, OY, OZ. 
jakichkolwiek, byle tylko tworzyły trójścian obejmujący w sobie 
prostę Об. 

Gdy momenta linijne składowe L, M, N są prostopadłe między 
sobą, nazywając X, p, у kąty które moment linijny wynikowy G 
czyni ze swojemi składowemi, będzie . 


n L= Gdosą, M=Gdosp, a N= Qdos; 
"a 9° = L? + M? 4- № 
Ztąd 
L 
dosa = G , dosp = ч , dos» = 3 


Trzeba uważać że siedem ilości L, M, N, G, А, p,» sa 
związane czterema równaniami, i nadlo równaniem warunko- 
wem dos?4 -+ доз? р -+ dos? y= 1; wiec, mając dane trzy z tych 
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ilości, byle między niemi znajdował się przynajmniej jeden dwójan, 
można wyznaczyć wszystkie inne. 


SKŁADANIE SIŁ W PRZESTRZENI. 


38. Niech będą siły P, Р, P”... przyłożone do układu punk- 
tów A, A, A”,... niezmiennie między sobą powiązanych, czyli 


jako się zwykle mówi, przyłożone do układu brytowego. Weźmy 
jakikolwiek punkt O przestrzeni, i, przypuszczając że jest niezmien- 
nie połączony z układem A, A, A”,.., przyłóżmy do niego ро 
dwie siły przeciwne, odpowiednio równe siłom Р, P', Р”,... i do 
nich równoległe ; te siły niszcząc się nie naruszą w niczem danego 
układu. Owóż, siła Р przyłożona do punktu A, i siła — Р przyło- 
żona do punktu O, stanowią dwojan (P, —P); zostaje więc siła P 
przyłożona do punktu 0, to jest właśnie siła P przeniesiona ró- 
wnolegle do siebie samej z punktu A do О. Zkąd wnosimy że można 
przenieść siłę równolegle do niej samej, do jakiegokolwiek punktu 
przestrzeni niezmiennie związanego z punktem przyłożenia ; byle tylko 
zważano na dwojan powstający z tego przeniesienia, Тут sposobem 
przenosi się wszystkie inne siły Р”, Р”, P”,... do punktu О. Tak 
przeniesione siły, będąc przyłożone do jednego punktu О, składają 
się wszystkie w jedną wynikowę R, i wszystkie dwojany przenie- 
sienia składają się w jeden dwojan wynikowy (5, -- 5). 

Jeśli będziemy brali coraz inny punkt przeniesienia, wynikowa R 
będzie się tylko przenosiła równolegle do siebie samćj, zachowując tę 
samą wielkość i kierunek ; ale dwojan wynikowy (5, — 5) będzie 
się zmieniał ciągle. Siła R, niezależna od punktu do którego prze- 
niesiono wszystkie siły układu, nazywa się wynikowa przeniesienia. 

MECHANIKA., 3 
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Ztąd wynika że, jeśli dany układ sił jest w równowadze, te siły 
przeniesione równolegle do siebie samych, do jakiegokolwiek punktu 
przestrzeni ściśle z układem związanego, muszą sobie czynić równo- 
wagę ; i dwojany pochodzące z tego przeniesienia muszą także same 
między sobą czynić równowagę, albowiem siła pojedyncza nie 
może trzymać w równowadze dwojanu (27). 


Więc równowaga układu sił jakichkolwiek wyinaga dwóch wa- 
runków statycznych, to jest : trzeba i dość jest żeby wynikowa przenie- 
stenia i dwojan wynikowy były osobno zero. 


Jeśli siły P, P’ P”... mają wynikowę-R, wynikowa przeniesie- 
nia, która nazwiemy R/ jest jej równa co do wielkości i do kie- 
runku, i leży na płasczyznie dwojanu wynikowego (5, — 8). Jakoż, 
do wynikowej R przyłóżmy siłę równą i przeciwną —R, tasiła 
uczyni równowagę w układzie ; a jeśli ja przeniesiemy równolegle do 
niej samej do punktu O, do którego cały układ został przenie- 
siony, to przeniesienie da dwojan (R, — R). Teraz, ponieważ 
siły Р, Р’, P”,..., —R są w równowadze, siła — R musi niszczyć 
w punkcie О wynikowę przeniesienia R”, a zaś dwojan (R, — R) 
niszczyć dwojan wynikowy (8, — 5) tego przeniesienia. Со wy- 
maga żeby siły — R i А były równe i wprost przeciwne, i żeby 
momenta linijne dwojanów (R, — R), (5, — 5) były także równe 
i wprost przeciwne ; więc te dwojany znajdują się oba na jednej 
płasczyznie przechodzącej przez punkt О. Ztąd łatwo wnosimy że 
wynikowa przeniesienia R’ nie jest niczem innem tylko wynikowa R, 
przeniesioną równolegle do siebie samej do punktu 0, i leży na 
płasczyznie dwojanu wynikowego (5, — 8) przeniesienia. 


Nawzajem, jeśli wynikowa przeniesienia R. jest na płasczyznie 
dwojanu wynikowego (S, — $), dany układ sił ma wynikowę równą 
sile R. Albowiem, na płasczyznie dwojanu (5, — 5) można prze- 
nieść siłę R. równolegle do niej samej tak, żeby wynikający dwo- 
jan (R, — R) zniszczył dwojan (5, — 8). Zostanie więc tym spo- 
sobem sama siła R. która będzie wynikową danego układu. 


Z wszystkiego co poprzedza wnieść należy że układ sił Р, P’, P”... 


nie ma wynikowej, jeśli wynikowa R przeniesienia i dwojan wy- 
nikowy (S, — S) nie są na jednej płasczyznie. 
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34. Dwie siły P, Q nie ieżące na jednej płasczyznie nie mają 
wynikowej. 


Niech będą dwie siły Рі 0, przyłożone do punktów A iB, któ- 
rych kierunki AP і ВО nie leżą na jednej płasczyznie. Jeśli prze- 
niesiemy siłę P, równolegle do niej samej, do punktu B, wyni- 
kowa R sił BP, BQ, i dwojan (P, —P) przeniesienia nie będą 
na jednej płasczyznie ; więc siły АР і ВО nie mają wynikowej. 


35. Można, nie opierając się na teoryi dwojanów, łatwo dowieśdź 
że dwie siły nie leżące na jednej płasczyznie nie maja wynikowej. 


Albowiem, przypuszczając że takie dwie siły Р, Q mają wyni- 
kowę, przyłóżmy siłę R równą i wprost przeciwną tej wynikowej, 
otrzymamy układ trzech sił Р, 0, В w równowadze. Owoż, nie 
zepsujemy równowagi, jeśli przymocujemy niezmiennie dwa punk- 
ta М, О, wzięte na kierunkach sił Р, R. Ale te punkta niszczą 
działanie sił P, R, nie naruszając w niczem siły Q; więc, ponie- 
waż równowaga istnieje, siła О musi spotykać linię МО. Bo ina- 
czej dany układ, pod działaniem zostającej siły Q, mógłby się 
obracać około linii MO jako osi. Uważajmy teraz że punkta Мі О 
są dowolne; jeśli więc przymocujemy stale punkt N kierunku 
siły Р, i poprowadzimy prostę NO, rozumitjąc jako wyżej, zoba- 
czymy że, dla utrzymania równowagi w układzie, siła Q powinna 
spotykać oś NO. Zatem siła Q, mając spotykać zarazem obie 
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osie МО i NO, musi leżeć na płasczyznie MON na której się znaj- 
duje siła Р. Więc dwie siły Р, Q nie mogą mieć wynikowej jeśli 
nie są na jednej płasczyznie. 

Ztąd wynika ważny wniosek : 

Trzy siły w równowadze leża na jednej płasczyznie i każda iest 
równa i wprost przeciwna wynikowej dwóch innych. 

36. Siły w przestrzeni nie sprowadzają się zawsze do jedynej 
wynikowej, jakośmy dopiero co okazali; ale mogą się zawsze przy- 
wieśdź do jednej siły i dwojanu, albo, co wychodzi na jedno, do 
dwóch sił z których jedna przechodzi przez punkt dany O. Jakoż, 
przypuszczając że punkt О jest stale związany z układem punktów 
materyalnych na który działają siły, nazwijmy R wynikowę prze- 
niesienia tych sił do punktu O, i (Т, — Т) dwojan wynikowy; 
widzimy zaraz że siły Ri T, przyłożone do punktu -0, składają się 
w jedną siłę S. Więc wszystkie siły przywodzą się do dwóch 
sił SiT, z których pierwsza przechodzi przez punkt dany О. Ale 
te dwie siły nie są wyznaczone co do wielkości i do kierunku, i ich 
działanie na układ nie jest zupełnie określone. 

Jeśli wynikowa przeniesienia R nie leży na płasczyznie dwojanu 
wynikowego (Т, — T), można przemienić tę siłę i dwojan na dwie 
siły prostopadłe do siebie. Jakoż, prowadząc przez kierunek wyni- 
kowej przeniesienia R płasczyznę prostopadła do płasczyzny dwo- 
janu wynikowego (Т, — T), można rozłożyć siłę R na dwie skła- · 
dowe prostokątne, jedna 5 prostopadłą do płasczyzny dwojanu, 
a drugą V do niej równoległą. Ta ostatnia, przyzwoicie przenie- 
siona, daje dwojan który niszczy dwojan wynikowy (Т, — Т); 
zostają więc dwie siły Si T prostokatne między sobą. 


37. Są punkta przestrzeni w których wynikowa przeniesienia jest 


prostopadła do płasczyzny dwojanu wynikowego. Ten przypadek 
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na szczególną zasługuje uwagę. Niech będzie OR wynikowa prze-. 
niesienia do punktu O, i 06 moment linijny dwojanu wynikowego. 
Rozłóżmy moment linijny OG па dwa prostokątne ОН, i OK, ostatni 
w kierunku OR. Nazywając G, H,K te trzy momenta, mamy 


H =G wst(G, R), K = G dos(G, R). 


Owoż, jeśli weźmiemy, na prostopadłej 00° do płasczyzny GOR, 
punkt O' taki żeby było К. 007 = Н, i do niego przeniesiemy 
równolegle wynikowę R, utworzymy dwojan В. 00' równy i prze- 
ciwny dwojanowi H, jako widać na figurze. Te dwa dwojany niszczą 
się; zostaje więc dwojan K i wynikowa R prostopadła do jego 
płasczyzny w punkcie 0'. Dwojan К jest minimum między temi 
które się otrzymuje sprowadzając dany układ sił do jednej siły 
i dwojanu. 

Gdyby przeniesiono wynikowę R z punktu О' do innego punktu 


jej kierunku O'R, dwojan K zostałby ten sam. Ale, jeśli wyni- 
kowa R będzie przeniesiona, zawsze równolegle do siebie samej, 


_zpunktu ©” do jakiegokolwiek punktu przestrzeni leżącego poza 


linią O'R, to przeniesienie utworzy dwojan prostopadły do dwo- 
janu K, ite dwa dwojany złożą się w jeden wynikowy większy 
od K. Ztąd wynika że miejscem punktów w przestrzeni, do których 
przeniesione siły dają dwojan minimum, jest linia prosta OR, przed- 
stawiająca zarazem kierunek wynikowej przeniesienia i osi dwojanu 
wynikowego. 


Ta prosta O'R nazywa się osią główną albo osią środkową dwoja- 
nów. Damy później jej równanie. 


Gdy układ sił ma wynikowę, dwojan wynikowy minimum jest 
zero, a osią główną jest linia prosta wyrażająca kierunek wynikowej. 
Ta oś znika w równowadze. Gdy zaś układ sił przywodzi się do 
dwojanu, wielkość tego dwojanu i kierunek jego osi są stateczne, 
niezależne od punktu przeniesienia. 
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ROZDZIAŁ Il. 


RÓWNANIA RÓWNOWAGI. 


RÓWNOWAGA SIŁ PRZYŁOŻONYCH DO PUNKTU WOLNEGO W PRZESTRZENI, 


38. Niech będą siły P, P’, Р”,... przyłożone do punktu materyal- 
nego A; rozłóżmy je, za pomocą równoległościanu sił, na składowe 
równoległe do trzech osi spółrzędnych jakichkolwiek. Składowemi 
siły Р będą X, Y, Z, które trzeba uważać jako dodatne albo od- 
jemne, według tego jak działają w stronę pół-osi dodatnych albo od- 
jemnych ; podobnie, składowemi siły Р’ będą X’, Y’, Z’; etc. Jeśli 
teraz zrobimy summę algebryczna składowych znajdujących się na 
jednej osi, otrzymamy wielkość i znak ich wynikowej. Tym sposo- 
bem wszystkie dane siły przywodzą się do trzech sił działających 
wedle osi spółrzędnych, i ich wartości sa wyrażone przez 


DA АРД: AMIE 


Owoż, gdyby te trzy siły, przyłożone do jednego punktu, nie były 
zero każda osobno, toby się złożyły w jedną któraby nie była zero, 
i równowaga nie istniałaby ; więc warunki konieczne i dostateczne 
równowagi są 


ok NC „pi NE Y 
(1) ҮҮ... 0, 


+2421" +... = 0, 
albo krócej 


уге ).. ‚ЖҮ =)„ „ZZ EZ 


W 


RÓWNANIA RÓWNOWAGI. 39 

39. Jeśli spółrzędne są prostokątne, nazywając о, B, y} a ..... 

kąty jakie siły P, P’, P”..... tworzą z trzema pół-osiami dodatnemi, 
trzy równania równowagi będą f 


[ P dosa- Р’ йозе! -+ P" dosa” +.. = 0 
(2) P dosg + P' dosf' + P” dosp" +... = 0 
Р dosy + P'dos y + P”dosy” -- ... = 


albo krócéj 
УР dosa = 0, ХР 0056 =.0,. ZPdosy = 0. 


40. W równaniach (1), składowe X, Y, Z, Х',... są rzutami 
pochyłemi sił P, Р”, P”,... na trzech osiach pochyłokątnych, a zaś 
w równaniach (2) składowe Р dosa, Р 058, Р 05у, P dos a,..... 
są rzutami (prostopadłemi) tychże sił na trzech osiach prostokątnych. 
Jedne i drugie równania wyrażają następujące twierdzenie geo- 
metryi : 


zut obwodu wielokąta zamkniętego, płaskiego albo spaczonego, na 
jakiejkolwiek ost jest zero. 


Nawzajem, jeśli rzut obwodu wielokata jest zero na trzech osiach 
stanowiacych trójścian, wielokąt jest. zamknięty. Albowiem, jeśliby 
ten wielokąt nie był zamknięty, rzut jego obwodu mógłby tylko być 
zero na osiach odpowiadających płasczyznom rzutującym które są 
równoległe do prostej zamykającej wielokąt. Owoż, ta prosta nie 
może być równoległa zarazem do trzech płasczyzn spółrzędnych ; 
więc wielokąt musi być zamknięty. 


To twierdzenie tłumaczy dlaczego trzeba trzech równań dla ró- 
wnowagi punktu wolnego, i dlaczego te równania są dostateczne. 
Z tej przyczyny równania (1) i (2), chociaż są różnego kształtu, 
stanowią dwa układy równowarte; każdy z tych układów jest, ko- 
nieczny i dostateczny dla równowagi. 


41. RÓWNOWAGA PUNKTU ZOSTAJĄCEGO NA POWIERZCHNI, Jeśli siła 
działająca na punkt materyalny A, zmuszony znajdować się na 
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danej powierzchni, jest normalną do tej powierzchni, punkt zosta- 
nie w spoczynku ; bo jego ruch, gdyby był możebny, mógłby się 
zacząć tylko w kierunku stycznej do powierzchni. Owoż, w punk- 
cie А powierzchni, wszystkie styczne są prostopadłe do normalnej, 
i temsamem wszystkie kierunki ruchu są jednakowe względnie do 
siły ; niema tedy żadnej przyczyny, żeby ruch punktu zaczynał się 
raczej w jednym kierunku niż w drugim; więc się nie zacznie 
w żadnym. Ale, jeśli punkt materyalny A, leżący na danej po- 
wierzchni, której opuścić nie może, podlega sile pochyłej do po- 
wierzchni, to nie zostanie w spoczynku. Bo można rozłożyć tę siłę 
na dwie inne siły, z których jedna ma kierunek normalny do po- 
wierzchni, a druga jest napłasczyznie stycznej; pierwsza prze punkt A 
ku powierzchni i jest zniszczona przez jej opór, druga mająca cały 
. skutek posunie ten punkt na powierzchni, jeśli niema obcej prze- 
szkody. 


Ztąd wynika że powierzchnia materyalna swoim oporem niszczy 
tylko te siły które за do niej normalne, ale nie niszczy innych. Więc 
ogólnie, żeby punkt materyalny, na który działają siły Р, Р”, P”,..., 
mógł się utrzymać w równowadze na powierzchni na której musi 
zostawać, trzeba i dość jest żeby wynikowa: А. tych wszystkich sił 
była normalną do powierzchni. 


Wyraźmy te warunki analitycznie. Niech będą X, Y, Z skła- 
dowe wynikowej R sił Р, Р’, P”,..., i f(z,y,z)==0 równanie 
powierzchni. Dostawy katów, jakie wynikowa czyni z trzema skła- 
dowemi, są proporcyonalne do X, Ү, Z; a zaś dostawy katów, 
jakie normalna do powierzchni w punkcie (2, у, z) czyni z trzema 


osiami prostokatnemi, są proporcyonalne do #6; gl. dla Więc, 


ponieważ wynikowa powinna mieć kierunek normalnej, trzeba i 
dość jest żeby było 


Уа ра 1 
(3) oss". Só 4 
| dr dy dz 


Wyraża się te dwa jedyne warunki równowagi punktu na po- 
wierzchni, mówiąc że summy sił szacowanych względem trzech osi 


RÓWNANIA RÓWNOWAGI. 1 
muszą być proporcyonalne do pochodnych równania powierzchni, 
odniesionych do punktu przyłożenia. 

Jeśli, dając kierunek i natężenie sił Р, Р’, Р”,... nie oznaczono 
położenia punktu materyalnego A na powierzchni, spółrzędne =, у, z 
tego punktu w równowadze wyznaczą się za pomocą dwóch równań 
powyższych i równania powierzchni f(z, у, z) = 0. 

Z tem wszystkiem może być jeszcze do dopełnienia inny warunek 
równowagi. W samej rzeczy, gdyby powierzchnia stawiła opór 
w jedną tylko stronę, wtedy wynikowa sił danych powinna działać 
w stronę przeciwną ; bo inaczej nie byłaby zniszczona. I tak, gdyby 
punkt materyalny A był tylko położony na powierzchni, której prze- 
niknąć nie może ale z której może być zdjęty, w tym przypadku 
nie dość jest dla równowagi żeby wynikowa sił była normalną do 
powierzchni, trzeba jeszcze żeby parła punkt w stronę przeciwną 
oporu tej powierzchni. 


42. Punkt materyalny A, pod działaniem sił P,P',P”,... zosta- 
jacy w równowadze na danej powierzchni, wywiera na nią parcie 
zniszczone przez jej opór. Ten opór powierzchni, równy i przeciwny 
parciu jakie ona wytrzymuje, jest pewną siłą normalną której natę- 
żenie oznaczymy przez N. Jeśli więc zastąpimy powierzchnię przez 
siłę N, będziemy mogli uważać punkt materyalny A, zostający na 
powierzchni, jako całkiem wolny w przestrzeni, pod działaniem 
sił P, Р, Р”, i N. Tym sposobem rzecz się przywodzi do wyrażenia 
równowagi tych wszystkich sił. Wprawdzie wielkość siły N jest 
nieznana a priori, wiadomo tylko że działa wedle normalnej, w jedną 
albo w drugą jej stronę; ale, jako zaraz zobaczymy, siła N łatwo 
się wyruguje. Aby znaleźć równania szukanej równowagi, nazwij- 
ту А, p,» katy jakie jeden z dwóch kierunków normalnej tworzy 


z trzema osiami prostokątnemi; zrównania powierzchni f(x, y, 2) ==0 
otrzymamy 


af 


1054 — == zrzec” zeza rach 
o VORE 


Trzeba zostawić podwójny znak ==, bo siła N może działać 
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w jedną albo w drugą stronę normalnej. A jeśli dla skrócenia 
uczynimy 


składowe siły N będą 


N dosy=NV —- ah 


> ka df TSE SU 
№ dosa = NV 7: Ndosp=NV >, ZĘ" 


dy 
"Więc, nazywając X, Y, Z składowe wynikowćj R sił P,P’, P”... 
będziemy mieli trzy równania równowagi 


X-+NVSf чо y+ {= p BENT 


które wyrażają że wynikowa sił danych jest normalną do wiadomej 
powierzchni. 


Rugując teraz N, albo, co to samo, NV, otrzymujemy równania 


WERE Z 
Па а 
de dy dz 


To są właśnie dwa juź wiadome warunki równowagi poke ma- * 
teryalnego na powierzchni. 

Jeśli tym równaniom staje się zadość, istnieje równowaga, 
można wyznaczyć opór №. Jakoż, mamy 


= = Ж» | VIL 
Е Ф: y= + PA: 
dz dy ` 


Co pokazuje że V ma znak przeciwny ilorazom F 


S 
NIZIN 
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a opór N powierzchni jest siłą równą i przeciwną wynikowej R. sił 
danych. i 


Aby dać przykład równowagi punktu materyalnego na powierz- 
chni, uważajmy dwa punkta А(20, уо, 20) 1 В(2, y, х) złączone linią 
prostą niezmienną АВ == r; i przypuśćmy że punkt A zostaje 
niezmienny a punkt B ruchomy; ten ostatni będzie się mógł po- 
ruszać tylko na powierzchni sferycznej, mającej równanie 


f(z, у, в,) = (ж r— ху? --(y — у)? -- (z — 2) — r =0. 


Жаа 
1, d d 
T =e m), F = у — 10), = 2(z — zo 


Więc, oznaczając jako zwykle, przez X, Y,Z summy algebryczne 
rzutów, na trzech osiach spółrzędnych, sił Р, P’, Р”,... które dzia- 
łają na punkt ruchomy B, mamy dla równowagi tego punktu dwa 
równania 


а е kalka le a 
£z — to Y— ҮЕ ЖЫ 


Те równania dowodzą że wynikowa sił danych Р, Р”, Р”,..., dzia- 
łająaca wedle promienia sfery w jedną albo w drugą stronę, jest 
prostopadła do tej sfery. Zresztą, biorąc odwrotności otrzymujemy 
równania ; 


£ — To Y— Yoi iZi Zo 


X + 77 


które wyrażają linię prostą przechodzącą przez punkt A(£o, Yo; 20), 
i wedle której działa siła mająca składowe X, Y, Z. 

Więc, żeby linia prosta, której jedna skrajność jest stała a druga 
podległa siłom P, P’, P”,... utrzymała się w równowadze, trzeba i 
dość jest żeby wynikowa R. wszystkich sił działała wedle tej pros- 
tej, w jedną albo w drugą stronę. 
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Ale, jeśli punkta A i В są połączone nicią nierozciągalną, wtedy 
dla równowagi trzeba zawsze żeby wynikowa R miała kierunek 
prostej AB, i nadto jeszcze żeby działała w stronę AB, od punktu 
stałego A do ruchomego B. Opór prostej niezmiennej AB, jako 
także tężność nici AB, jest siłą równą i przeciwną wynikowej R; 
со oczywiste. 


Przypuszczając że wielkość i kierunek sił Р, Р’, Р”... są dane, 


łatwo wyznaczyć położenie prostej AB w równowadze. Jakoż, ró- 
wnania powierzchni i równowagi dają 


a zatem 


п3. RÓWNOWAGA PUNKTU NA LINII KRZYWEJ. Gdy punkt materyal- 
ny A, pod działaniem sił Р, P',P”,..., musi zostawać na danej 
krzywej, rozumując jako w równowadze punktu na powierzchni, 
widzimy łatwo że, w obecnym przypadku, dla równowagi trzeba i 
dość jest żeby wynikowa wszystkich sił przyłożonych była normalną 
do krzywej, to jest znajdowała się na płasczyznie normalnej w punk- 
cie A. Owoż, dostawy katów, jakie wynikowa R sił Р, Р’, P”..... 


czyni z pół-osiami dodatnemi, są ka z 2, a zaś dostawy katów, 
jakie styczna do danej krzywej w punkcie A czyniz temi osiami, 


MAE Ж. 

m dw” de 
krzywej i spółrzędne odpowiedające punktowi A. Ponieważ w punk- 
cie A normalna jest prostopadła do stycznej, dostawa ich kąta jest 
zero; zatem 


oznaczające przez ds i 2, у, różniczkę łuku 


RAM PASA Woda 
Ry TE ара. кө 


Więc równanie równowagi punktu materyalnego A па danej 
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krzywej jest 
(4) Хах -+ Ydy -+ Zdz = 0. 


Linia krzywa, jako przecięcie dwóch powierzchni, przedstawia 
się przez dwa równania 


fGsys2) 0, plc, у, 2) = 0; 


zatem, biorąc ж za zmiennę niezależną, otrzymamy prostsze ró- 
wnania równowagi punktu A, 


"dy dz 
“ХФ +Ł—- = 0. 
й da: dh dt 

Jeśli położenie punktu A nie jest dane na linii krzywej, wtedy 
mamy do jego wyznaczenia powyższe równanie równowagi z dwoma 
równaniami tej krzywej. 


hh. Gdy punkt A jest naprzód dany na linii krzywej, uprości się 
równanie równowagi biorąc stycznę za oś а^” naprzykład; al- 
dz 


не = 0, co przywod z i równanie 


bowiem że wtedy ду. 20 
dz 
równowagi do 


R ZW: 


Теп wynik łatwo się tłumaczy. Rozkładając każdą zsił P,P’, P”,... 
na dwie, z którychby jedna była skierowana wedle stycznej a druga 
znajdowała się na płasczyznie normalnej do danej krzywej, widzimy 
zaraz że wynikowa ostatnich sił jest normalną do krzywej; więc 
jedynym warunkiem równowagi jast równanie X = 0. 


45. Można otrzymać równanie równowagi (Л) innym sposobem 
który znać nie zaszkodzi. Oznaczmy, jako zwykle, fprzez N opór 
danej krzywej, albo jeszcze tężność wiązadła które zmusza punkt 
materyalny do zostawania na niej; przez A, р, у kąty jakie kierunek 
oporu czyni z trzema osiami ргоѕіокаіпеті ; przez X, Y, Z summy 
algebryczne rzutów sił Р, P',P”,... na tych osiach. Jeśli zastąapimy 
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daną krzywę przez siłę N, punkt A będzie wolny; zatem trzy 
równania równowagi wyrażą się przez 


X + NdosA = 0, 
Y -+ N dosì = 0, 
Z +N dosì = 0. 


Aby wyrugować N, pomnóżmy te równania odpowiednio przez 
du, dy, dz, i dodajmy stronami ; znajdziemy 


Хаг + Ydy + Zdz 4+ N(dz dosk -+ dy dos. -+ dz доз») = 0 


АТУ А ау = ЕМЕ 
Ale Во Ж йоз). + РА dosp + т dosy, wyrażająca dostawę 
kata normalnej ze styczną w punkcie A krzywej, jest zero; więc 


równanie przywodzi się do 
Хах -+ Ydy + Zdz =0; 


co właśnie stanowi wiadomy już warunek równowagi. Trzy poprze- 
dnie równania wyznaczają wielkość i znak składowych N 052, 
Ndosp, Ndosy, które są równe i znaków przeciwnych składo- 
wym X,Y,Z. To dowodzi że opór danej krzywej, albo tężność 
wiązadła, jest siłą równą i przeciwną wynikowej sił działających na 
punkt materyalny A; co oczywiście być powinno. 

Na zastosowanie, uważajmy punkt materyalny który musi zosta- 
wać na okręgu koła mającego równania 


(ж — а) F (у — y) — r? = 0, Z=% = 0. 
Te równania dają Р 


(ш = «dz + (у — yo)dy == 0, ба, 


albo 
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zatem równanie (1) staje się 
X(y — yo) — Ү(ж — z) = 0 
albo 


Kas „deryk 


td у — 00 


Ostatnie równanie, do którego składowa Z nie wchodzi, pokazuje 
że wynikowa sił P, Р, Р”,... jest na płasczyznie normalnej do 
okręgu koła w punkcie A. 

Gdy siły P, P’, P”... są dane z wielkości i kierunku, wtedy spół- 
rzędne położenia punktu A w równowadze, wyznaczone za pomocą 
powyższych równań, są | 


Xr 5 Yr 
= аги" и-и’ = 


Jeśli wynikowa sił Р, Р”, P”... jest prostopadła do płasczyzny 
okręgu na którym punkt materyalny A musi zostawać, będzie 


X= 0,5 Ү==0, `1 sapta (żak ==, 

W tym przypadku położenie punktu A w równowadze jest istotnie 
niewyznaczone. Jednakże, gdyby punkt A był tylko położony na 
' okręgu, wtedy trzebaby koniecznie żeby wynikowa sił parła ten 
punkt do okręgu. 


RÓWNOWAGA UKŁADU BRYŁOWEGO WOLNEGO W PRZESTRZENI. 


Możnaby odrazu dać równania ogólne równowagi sił przyłożo- 
nych do punktów materyalnych, niezmiennie z sobą połączonych, 
które stanowią tak zwany układ bryłowy wolny w przestrzeni; i 
dopiero, z tego ogólnego przypadku, przejść do szczególnych, w któ- 
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rych siły leżą na jednej płasczyznie, albo są równoległe między 
sobą w przestrzeni. Taki sposób wykładu byłby niezaprzeczalnie 
logiczny, ale nie byłby dość prosty. Wolimy więc zacząć od przy- 
padków szczególnych, i, stopniując trudności, wznieść się do przy- 
padku ogólnego. Czynimy to jeszcze nie tylko dlatego że łatwiej 
przechodzić od rzeczy prostych do składawnych, niż nawzajem ; ale 
także z przyczyny że, tak postępując, znajdujemy łatwo ogólne twier- 
dzenia momentów sił, które ważna teorya dwojanów uwydatnia. 


45 RÓWNOWAGA SIŁ NA PŁASCZYZNIE. Niech będą siły P,P'P*,. ... 


„eżące na jednej płasczyznie, przyłożone do punktów A, A,A'..... 
układu bryłowego niezmiennego. Weźmy na płasczyznie tych sił, 
punkt O za początek spółrzędnych ; poprowadźmy dwie osie spół- 
rzędne ОХ, OY, i oznaczmy przez XiY,X'iY,X'iY”,.. skła- 
dowe sił Р, P',P”,... przez іу, wiy, «'iy”,... spółrzędne 
punktów przyłożenia A, A, A”,..., odniesione do tych osi. Owoż, 
jeśli do punktu O, stale połączonego z układem, przeniesiemy 
wszystkie siły równolegle do nich samych, wiemy zaraz że dla ró- 
wnowagi trzeba i dość jest żeby wynikowa przeniesienia była zero, i 
dwojan wynikowy był także zero. Dopełnia się pierwszego warunku, 
wyrażając że składowe sił, odniesione do osi spółrzędnych, dają na 
każdej summę algebryczną zero; aby zaś dopełnić drugiego wa- 
runku, ponieważ wszystkie dwojany, pochodzące z przeniesienia sił 
zadanych, за na jednej płasczyznie, dość wyrazić że summa alge- 
bryczna ich momentów jest zero. 


Więc równania równowagi sił leżących na jednej płasczyznie są 
AX X + w 20 „YYY +... =0 
Pp--Pp. Pp" +... =0, 
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albo prościej 


(5) DA ZN PSZYZY, ЖЕУ 008 


16. MOMENT SIŁY WZGLĘDEM PUNKTU (*). Nazywa się momentem siły 
wzgłędem punktu, wieloczyn tej siły przez jej odległość od tego 
punktu. I tak, jeśli z punktu О spuścimy prostopadłę ОН na kie- 
ranek AP siły Р, wieloczyn P.OH albo Pp będzie momentem 


siły P względem punktu О, Ten punkt O nazywa się środkiem 
momentów . 


Teraz powyższe trzy równania równowagi mogą się tak wysłowić: 


Aby siły leżące na jednej płasczyznie, i przyłożone do uktadu punk- 
tów niezmiennie powiązanych między sobą ale wolnych w przestrzeni, 
były w równowadze, trzeba i dość jest żeby składowe sił, równoległe do 
dwóch osi spółrzędnych na ich płasczyznie, czyniły summę zero na kaž- 
„dej z tych osi, i żeby summa momentów sił względem jakiegokolwiek 
punktu płasczyzny było także zero. 


47. Gdysummy ХХ i ХҮ niesą obie zero, wtedy, jakakolwiek 
jest summa Рр, dany układ sił ma wynikowę. Albowiem, jeśli 
zPp=0, ta wynikowa istnieje oczywiście; a jeśli zPp nie jest 
zero, wynikowa przeniesienia i dwojan wynikowy, znajdujące się na 
jednej płasczyznie, przywodzą się do jednej siły która jest wyniko- 
wą układu. ; 

Nazwijmy R tę wynikowę, Х,, Yı jej składowe, i R» moment . 
wynikowej względem początku 0 spółrzędnych. Jeśli do wyniko- 
wej R przyłożymy siłę — R równą i wprost przeciwną, uczynimy 
równowagę w układzie; więc będzie 


SX — X, =0, ŻY—Y,=0, ZPp— Re =0, 


Ztąad 
(6) ХИ TAE CE-A , 
(1) a b 928 


(*) Zobacz notę na końcu tomu. 
MECHANIKA. ц 
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Dwa pierwsze równania dają wartość składowych wynikowej R. 
Znając te wartości i kąt osi spółrzędnych, mamy wielkość wyni- 
kowej 


R =v(zX)7F(ZY)?--28X. ХҮ 0050. 


Równanie (7) wyraża ogólne twierdzenie momentów sił wzglę- 
dem punktu leżącego na ich płasczyznie, które się tak wysłowia : 


Gdy siły, leżące na jednej płasczyznie maja wynikowę, moment tej 
wynikowej względem jakiegokolwiek punktu płasczyzny jest równy 
summie momentów sił składowych. 


W tej summie trzeba dać znak więcej momentom których siły 
mają dążność do obrotu swych punktów przyłożenia, około punk- 
tu O, w tę samą stronę, a znak mniej tym których siły obróciłyby 
te punkta w stronę przeciwna. 


Ztąd wynika że momenta dwóch sił względem punktu wziętego 
na kierunku ich wynikowej są równe. 


Jeśli zX=0izY=0 ale zPpZ 0; układ РРР”, а . 
przywodzi się do dwojanu wynikowego. 


48. Równanie momentów może wziąć inny kształt, dogodniejszy 
w zastosowaniu. Jakoż, zamiast przenosić do punktu О siłę Р, 
przenieśmy jej składowe X, Y. W tym celu, przyłóżmy do punk- 
tu O, w kierunku osi хо» dwie siły X, — X równe i wprost prze- 
ciwne, a w kierunku osi yw dwie siły Ү, —Y także równe i 
wprost przeciwne ; przez co nie naruszymy w niczem skutku sił 
układu. Mamy więc w punkcie О dwie składowe X, Y, i dwa dwo- 
jany (X — X), (Y — Y) których momenta linijne są liczebnie 
Xywstó, Yx wst0. Jeśli teraz uważać będziemy za dodatne skła- 
dowe X, Y które powiększają spółrzędne z, y punktu przyłożenia, 
za odjemne te które je zmniejszają, i, bacząc na znaki składowych 
i spółrzędnych, obejrzymy różne położenia sił, zobaczymy łatwo że 
dwojan (X, — X), naprzykład, zmienia stronę swojego obrotu gdy 
jeden tylko z dwóch czynników wieloczynu Xy zmienia znak, a ten 
dwojan nie zmienia strony obrolu gdy oba czynniki zachowują 
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swoje znaki, albo je zmieniają oba zarazem. Owoż, na mocy przyjętej 
ugody (28), dwojan (X, — X) jest dodatny a dwojan (Y, — Y) od- 
jemny. To dowodzi że moment linijny dwojanu (X, — X) ma znak 
wieloczynu Ху, a zaś moment linijny dwojanu (Y, — Y) ma znak 
przeciwny znakowi wieloczynowi Үл. Ztąd wnosimy że momenta 
linijne tych dwóch dwojanów wyrażają się, co do wielkości i do 
znaku, przez wieloczyny Xywst0, — Үл wst0. A że te dwojany są 
na jednej płasczyznie, więc ich momenta linijne czynią summę 
algebryczną (Ху — Yx)wst0. Tak samo dwojany pochodzące 
z przeniesienia składowych X' і Y, X” i Y’... dają summy 
(Ху — Уа) уз 0, (Х”у” — Y"x") wst0,... Więc, dodając te wszys- 
tkie summy, otrzymujemy dla równowagi dwojanów równanie 


Рр = (Xy — Ye + Ху — YW H X'y" Ка + ...) wstósz0 
albo 
z(Xy — Үл) =" 


Dobrze jest uważać że 


Wiemy że układ sił Р, Р’, Р”,... ma wynikowę R gdy summy 
УХ i ZY nie są obie zero; szukajmy teraz punktu przyłożenia tej 
wynikowej. Jeśli oznaczymy przez X,, Y, składowe wynikowej К, 


przez zy, уу spółrzędne punktu jej przyłożenia, równanie (7) daje 
Zaraz 


Хш, түзү Үү, = У(Ху z Хш). 


Więc, czyniąc z(Xy — Үл) = б, 
шашу 
(8) Үд "Xy + G=*. 


To równanie pierwszego stopnia na д, у, przedstawia, na płas- 
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czyznie sił Р, Р”, Р”... miejsce punktów przyłożenia wyniko- 
wej R, to jest linię prostą wedle której ona działa, Со właśnie być 
powinno. 


49. Zwykle dla uproszczenia bierze się osie spółrzędne prosto- 
Капе. W tem założeniu nazywając a, a, a”,... kąty jakie siły Р, р"... 
czynią z osią odciętych, trzy równania równowagi, znalezione w nu- 
merze 45, stają się 


Р dos a + P'dosa' + Р” dosa” + ... =0, 


Р wsta -+ P'wsta/ |- P”wsta” -|- ... =0 
P(y dos а — £ WSI a) -+ Р/(у' dos a! — zł wsta” 
+ P"(y" dosa” — g" wsta') 4... =. 
albo krócej 
EP dosa = 0, zPwsta=0 
УР(2 dos 2 — y wst a) = 0. 
Gdy układ Р, P/,P”,... ma wynikowę R która czyni kąt a z osią 
odciętych, siła równa i przeciwna ma tę samą wielkość R, ale czyni 
z osią odciętych kąt a- ~m, i jej składowe są 


Rdos(r +- a) = — R dosa, R wst(r -+ a) = — Rwsta. 


Jeśli więc do wynikowej R przyłożymy siłę równą i wprost prze- 
ciwną, która sprawi równowagę w układzie, będziemy mieli 


zPdosz — Rdosa=0, XP wsta — Rwsta = 0. 
zP(y dos = — z wst 2) — R(y, dosa — 2, wst a) == 0. 


Ostatnie równanie jest to samo co (8); dwa pierwsze dają skła- 
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dowe wynikowej R, jej wielkość i kierunek, to jest 
R dosa = zPdosa, R wsta = ZPwsta, 


R = ү(Рӣоѕо)> -+ (zPwst 2}, 


УР wst д. 


stya = . 
RE zPdosa 


50. RÓWNOWAGA SIŁ RÓWNOLEGŁYCH. Niech będą siły równo- 
ległe P,P',P”,.. przyłożone do układu punktów А, А”, A”..... 


w przestrzeni, niezmiennie między sobą powiązanych. Przez jaki- 
kolwiek punkt O przestrzeni, poprowadźmy prostę 07 równoległą do 
kierunku sił danych, i dwie dowolne proste ОХ, OY. Jeśli weźmie- 
my te trzy proste za osie spółrzędnych, i oznaczymy przez £, y dwie 
odcięte punktu przyłożenia A siły P, wtedy =, у będą spółrzę- 
dnemi punktu B w którym kierunek siły P przebija płasczyznę ХҮ. 
Owoż, przypuszczając początek spółrzędnych О niezmiennie połą- 
czony z układem punktów A, A'...., możemy zastąpić siłę P przez 
siłę równą tego samego kierunku, przyłożoną do punktu O, i przez 
dwojan (Р, —P) mający BOwstBOZ za ramie dźwigni. Roz- 
łóżmy ten dwojan na dwa inne leżące na płasczyznach ZX, ZY. 
Żeby to uczynić, na przekątnej OB dopełnijmy równoległoboku 
OCBD, i do wierzchołka D przyłóżmy dwie siły przeciwne, równe 
sile P i do niej równoległe; poczem przenieśmy dwojan P.BD 
na płasczyznę równoległa ZX. Tym sposobem otrzymujemy dwa 
dwojany składowe; jeden: jest na płasczyznie ZX i ma ramie 
dźwigni OC wstZ0X, drugi na płasezyznie ZY ma ramie dźwigni 
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OD wst ZOY. Oczywiście te dwa dwojany są to samo co dwojan 
P .OB wst ZOB. Co do znaków, widzimy łatwo że między dwojanami 
leżącemi na płasczyznach spółrzędnych, te są dodatne których mo- 
menta linijne znajduje się z tej samej strony co pół-osie spółrzę- 
dnych dodatnych. Zatem, jeśli będziemy uważali za dodatne te 
z sił Р, Р, Р”... które powiększają rzędne punktów przyłożenia, 
a za odjemne te które je zmniejszają, momenta linijne dwóch 
składowych dwojanów , mających siły Р, Р’... wyrażą się przez 
— PowstZOX, i —PywstZ0Y, Pzwstź0X i Ру wstZOY,... 

Tak uważane siły równoległe P, Р’, Р”... przeniesione do punktu O, 
dają summę algebryczną P -HP'--P”--..... ; а dwojany powsta- 
јасе z tego przeniesienia dają dwojany składowe na płasczyznach 
ZX i ZY, których momenta linijne czynią summy algebryczne 
(Ра {ЕР!”'--Р”>" -|-...) wst XOZ i (Py-|-P'y' --P"y'--...) wst YOZ. 
Więc warunki równowagi sił równoległych, przyłożonych do ukła- 
du bryłowego wolnego w przestrzeni, są ° 


(9) Pan N = 0, NEPy:=0. 


51. MOMENT SIŁY WZGLEDEM PŁASCZYZNY. Nazywa się momentem 
siły względem płasczyzny wieloczyn tej siły przez spółrzędnę punk- 
tu przyłożenia odpowiedającą tej płasczyznie. І tak, wieloczyny 
Prz, Ру są momentami siły P względem płasczyzn YZ, XZ. 
Jako widzimy, moment siły względem płasczyzny zależy od punktu 
przyłożenia siły a nie od jej kierunku; gdy przeciwnie, moment 
siły względem punktu zależy od kierunku siły a nie od jej punktu 
przyłożenia. 

Wprowadzając nazwisko momentu, wysłowia się powyższe ró- 
wnania jako następuje : 


Dla równowagi sił równoległych, warunkiem koniecznym i dosta- 
tecznym jest żeby summa algebryczna tych sił była zero, i żeby summa 
algebryczna ich momentów względem dwóth płasczyzn, przecinają- 
cych się równolegle do sił, była zero na każdej z tych płasczyzn. 


52. Gdy siły równoległe Р, Р’, Р”,... nie są w równowadze, а 
mają wynikowę R, przechodzącą przez punkt którego dwie od- 
cięte są æ, уу; wtedy, ponieważ przykładając do wynikowej R 
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siłę — R, równą i wprost przeciwną, czynimy równowagę, będzie 
zP—R=0, УР — Ва, = 0, УРу — Ry, = 0; 


аа 
(10) =P; 19 „Raj = ZP ЛИДЕР) 


Te równania wyznaczają wynikowę R, bo dają jej wielkość i 
położenie w przestrzeni; byle tylko wartość R nie była zerem. 

Jeśli R=0, a summy >Р, >®Ру są różne od zera, wtedy 
L= і у == оо; w tym przypadku układ danych sił Р, Р’, Р”... 
= przywodzi się do dwojanu. 


53. Wiemy że środek sił równoległych, to jest punkt przez który 
przechodzi zawsze ich wynikowa, zależy tylko od stosunku tych sił 
między sobą i od punktów przyłożeń, a bynajmniej od kierunku 
równoległości (22). Ztąd wnosimy że równanie momentów 


RiysEzPn 


stosuje się do wszelkiej płasczyzny, jakikolwiek jest względem niej 
kierunek sił równoległych. Albowiem jeśli, nie zmieniając punktów 
przyłożeń ani wielkości i równoległości sił między sobą, nadamy 
siłom kierunek równoległy do płasczyzny, powyższe równanie 
będzie miało miejsce; więc ono jest zawsze prawdziwe, ponieważ 
te momenta zostają niezmienne gdy siły zmieniają kierunki. 


Тут sposobem zostaje dowiedzione ogólne twierdzenie momen- 
tów sił równóległych względem płasczyzny : 
Moment wynikowej sił równoległych względem jakiejkolwiek płas- 


czyzny jest równy summie algebrycznej ich momentów. 


Aby, za pomocą tego twierdzenia, wyznaczyć środek sił równo- 
ległych, trzeba wziąć summy momentów sił względem trzech płas- 
czyz spółrzędnych; to jest 


Ri, ZEE, A BU EŻZPY. |. ВЕТ; 
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Каа 
3 zPz Ур ХР: 
(M) sni: Wt AR X 
Te równania pokazują że środek sił równoległych leży na płas- 
czyznie względem której summa momentów jest zero. I tak, jeśli 
>Р = 0, azaś RZ0, będzie =, = 0. Со dowodzi że środek 
sił równoległych leży na płasczyznie Yz. 
5л. Gdy siły równoległe są na jednej płasczyznie, ten szczególny 


przypadek, który łatwo wprost okazać, wywodzi się z ogólnego ; 
dość tylko uczynić у = 0 w formułach (9), a będzie 


(12) Р=0 і Рх = 0. 


Więc, dla równowagi sił równoległych leżących na jednej płas- 
czyznie, i przyłożonych do układu bryłowego wolnego w przestrzeni, 
trzeba i dość jest żeby summa algebryczna tych sił była zero, i 
summa algebryczna ich momentów względem jakiegokolwiek 
punktu płasczyzny było także zero. 

Jeślisumma ZP nie jest zero, siły ИРЕ leżące na jednej płas- 
czyznie mają wynikowę R, którą następujące formuły wyznaczają, 


R=2P гані ZE 


EPer 


Ее + 
: IP 


55. RÓWNOWAGA SIŁ JAKICHKOLWIEK W PRZESTRZENI. Niech będą 


ZH je. D 


siły P, P/, Р”... przyłożone do punktów А. B, С.... układu bry- 
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łowego ; oznaczmy przez (X, Y, Z), (X/, Ү', 7)... składowe tych sił 
względem trzech osi jakichkolwiek ОХ, OY, 07, i przez (z, у, z), 
(27, y',2'),... spółrzędne punktów przyłożenia. 

Uważajmy jedną z sił danych, naprzykład siłę P przyłożoną do 
punktu A (2, y, z). Możemy przenieść składowę AZ równolegle 
do niej samej do początku O spółrzędnych, to jest zastąpić ја 
przez siłę równą i równoległą OZ, i przez dwojan (Z, — Z) le 
żący na płasczyznie ABOZ. Ten dwojan rozkłada się na dwa, leżące 
na płasczyznach ZX iZY; pierwszy ma ramie dźwigni OC wstZOX, 
drugi ramie dźwigni OD wstZOY. Momenta linijne tych dwojanów, 
na mocy wiadomej ugody znaków, wyrażają się przez 


— ZuwstZÓX, -+ZywstZOY. 


Rozumując podobnie, znajdziemy łatwo że składowa AX prze- 
niesiona do punktu O, równolegle do siebie samej, daje siłę ró- 
wną i równoległą ОХ, i dwa dwojany które leżą na płasczyznach 
ХҮ, XZ, i mają momenta linijne — XywstXOY, -L Xz wst XOZ. 


Nakoniec, składowa AY, przeniesiona do O, daje siłę równą 
i równoległą OY, i dwa dwojany leżące na płasczyznach YX, YZ, 
których momenta linijne są -b Yz wstYOX. — Yz wst YOZ, 


Dodając teraz momenta linijne dwojanów leżących na jednej 
płasczyznie, będziemy mieli, zamiast siły P, jej trzy składowe 
X,Y, 2 przyłożone do punktu O, itrzy dwojany leżące na płas- 
czyznach spółrzędnych, których momenta linijne, odpowiedające 
trzem osiom spółrzędnym XX, YY, ZZ’, są 


(Zy — Үз) wst YOZ,  (Xz— Za) wstZ0X, (Үл — Ху) wst ХОҮ. 


Te trzy ilości wyrażają składowe dwojanu powstającego z prze- 
niesienia siły P, równolegle do niej samej, do punktu 0. 


Jeśli tak samo przeniesiemy do punktu O składowe wszystkich 
sił danych, równając do zera, każdą summę składowych równo- 
ległych do jednej z trzech osi spółrzędnych, i każdą summę mo- 
mentów linijnych składowych odpowiedajacych jednej z tych osi, 
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otrzymamy sześć następujących równań 


УХ — 0, ZY = 0, 7 = 0, 


45 
Ha z(Ay — Үз) =0, z(Xz — 02) = 0, (Үг — Ху) = 0. 


tóre są konieczne i dostateczne do równowagi układu bryłowego 
niezmiennego i wolnego w przestrzeni (*). 


Те sześć równań nazywają się równaniami ogólnemi równowagi, 
dlatego że się stosują do równowagi układu materyalnego jakiego- 
kolwiek, chociaż wtedy nie są już dostateczne. 


56. Gdy osie spółrzędne są prostokątne, nazywając a, 6, у katy 
które siła P czyni z temi osiami, będzie 


Я 


X=Pdosa, Y =PBdosf, Z =Pdosy. 


Zatem powyższe sześć równań równowagi słają się 


УР dosa — 0, УР 0056 0 УР dosy = 0, 


zP(ydosy—zdosg)=0, ZP(zdosa—zdosy)=0, ZP(xdosk—ydosa)=0. 
уЧаозу Y у 


Trzy ostatnie równania mogą się przedstawić w innej postaci, 
która ważną gra rolę w Месһапісе. Jakoż, siła P rozkłada się na 
dwie, Pdosy i Pwsty; pierwsza jest rzutem siły Р na osi 07, 
druga jej rzutem na płasczyznie prostopadłej do tej osi. Przypusz- 
czając w ostatniej figurze osie spółrzędne prostokątne, widzimy 
że siła Pwsty, którą nazwiemy Q, leży na płasczyznie AFEG 
prostopadłej do OZ i jest wynikową sił Pdose, Pdosf; zatem 
moment siły Q, względem punktu spotkania Е osi z płasczyzną, 
jest równy summie algebrycznej tych dwóch składowych, i wyraża 


(*) Aby łatwićj pamiętać trzy ostatnie równania, dość uważać że się otrzymują 
przez przemianę kołową liter ©, у, z napisanych na okręgu koła, od lewej 
ręki ku prawej. I tak, okoły osi mów, moment linijny zawiera litery idące po 2° 
w porządku y, z ; około osi 1 ^0, litery idace роу w porzadku z, © ; nako- 
niec około osi z dów, litery idace po = w porządku «, y. 


RÓWNANIA RÓWNOWAGI. 59 


się przez 
Qg = P(x dosB — ydosa), 


gdzie q, znacząc odległość punktu Е od kierunku siły Q, jest 
najkrótszą odległością kierunków siły P i osi OZ. 


_ Owóż, druga strona powyższej równości przedstawia na osi 07 
rzut momentu linijnego dwojanu, z przeniesienia siły P do punk- 
ia O tej osi, wziętego za początek spółrzędnych ; więc summa 
wszystkich rzutów momentów linijnych, na osi OZ, jest 


(14) ХР(2 0058 — ydos a) = ®О = >Р Wsty. 


MOMENT SIŁY WZGLĘDEM LINII PROSTEJ. Nazywa się momentem siły 
wzgledem linii prostej czyli osi, moment rzutu tej siły, na płasczy- 
znie prostopadłej do osi, względem punktu spotkania osi z płasczy- 
та. Formuła pokazuje że ten moment jest równy wieloczynowi 
siły przez jej najkrótszą odległość od osi i przez wstawę kąta siły 
z osią. 

Żeby równanie (14) było zawsze prawdziwe, trzeba uważać mo- 
ment siły względem linii prostej јако dądatny albo odjemny, we- 
dług jak siła ma dążność do obracania, w jedną stronę albo 
w stronę przeciwną, ciała do którego jest przyłożona a któreby 
mogło się obracać tylko skoło tej prostej. 

Wprowadzając nazwę momentu sił względem linii prostej, wy- 
słowia się zwykle trzy ostatnie warunki równowagi mówiąc że : 


W równawadze układu bryłowego wolnego w przestrzeni, summy 
momentów sił względem trzech ost spółrzędnych prostopadłych sa 
osobno zero, 


UwaGA. Znając spółrzędne punktu przyłożenia A siły Р i jej 
katy, nietrudno otrzymać ramie dźwigni p dwojanu (Р, — Р). 
Jakoż, 

-9 i RA 
p? = ОА wst*(0A,P) = ОА — ОА dos(0A,P), 
albo 


pP = а y? H 2* — (cdosa -+ y dosh + zdosy)*; 
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więc 


р == үг? + у -- 2° — (205 о + у dosh -+ zdosy)*. 

57. Jeżeli dany układ sił nie jest w równowadze ale ma wyni- 
Һоме R, aby wyznaczyć tę ostatnia sposobem ogólnym, weźmy 
osie spółrzędne jakiekolwiek, i niech będą Х,, Ү,, Z, trzy składowe 
wynikowej, 2, 112; spółrzędne jej punktu przyłożenia. Wprowa- 
dzając siłę równą i wprost przeciwną sile R, to jest przyłożoną 
do tego samego punktu i mającą składowe — X, — Y, — Z, 
uczynimy równowagę. Więc, jeśli dla skrócenia oznaczymy przez 
X, Z, Z summy sił szacowanych wedle trzech osi spółrzędnych, 
przez L, M, N summy momentów linijnych składowych które 
odpowiedają tym osiom, będziemy mieli, podług ogólnych ró- 
wnań równowagi (13), 


X— X = 0, Жөнү ==0, Zi Zi = 0. 
L — Zyy, + Yz =0, M— Xz 2, 0, N— Үе, | Xjy4 =0, 


Pierwsze trzy równania dają składowe 


wyznaczają zatem wielkość i kierunek szukanej wynikowej. 
Na mocy tych wartości, trzy ostatnie równania stają si 
у x; Ту 


Жу, — Үш = L, 
(15) Ха, — 2а = M, 
Үш — Ху FN. 

Te równania nie są oddzielne; albowiem, mnożąc je odpowiednio 


przez składowe X, Y, Z, z których jedna przynajmniej nie jest zero, 
i dodając stronami, mamy równanie warunkowe i nierówność 


(16) ІХ + MY+-NZ=0 i RZ0 
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którym powinno się zadość uczynić żeby poprzedzające równania 
były zgodne, i temsamem wynikowa możebna. Jeśli równanie 
warunkowe i nierówność sprawdzają się, trzy równania (15) przy- 
wodzą się do dwóch, a będąc pierwszego stopnia względem 
o Yı Z przedstawiają linię prostą. Więc dany układ sił może 
być zastąpiony przez jedną siłę, mającą składowe X, Y, Z, i przy- 
łożoną do jakiegokolwiek punktu tej linii prostej która, zresztą, 
według jej równań jest równoległa do wynikowej sił X, Y, Z. 


Jeśli 
= M = = i RS 
L=M=N=0 i вхо, 


równania (15) dają 


Li 
x 


To dowodzi że siły danego układu mają wynikowę, która prze- 
chodzi przez początek spółrzędnych. 


58. Można łatwo mieć kąt jaki wynikowa przeniesienia czyni 
z płasczyzną dwojanu wynikowego, Jakoż, ta wynikowa R czyni 
z trzema osiami spółrzędnemi prostokatnemi kąty których dostawy 
są A Gi z a zaś moment linijny G dwojanu wynikowego 
czyni z temi samemi osiami kąty mające dostawy о» Жо" 
с G 2 G РД G , 
więc, nazywając 6 kąt wynikowej R z osią dwojanu wyniko- 
wego G, będzie 


LX- MY--NZ 


0080 = GR 


Żeby dany układ sił miał wynikowę jedyną, wynikowa R prze- 


niesienia powinna być równoległa do płasczyzny dwojanu wyniko- 
wego, czyli prostopadła do osi tego dwojanu ; więc 


LX MY+NZ 0 
@ сү, M 
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тай 


ІХ Д МҮ 4 №=0 i RZ0. 


Со sprawdza już wiadome warunki otrzymane ogólniej. 


59. Ponieważ wynikowa sił i ich rzuty na osi albo na płasczyznie 
nie zmieniają się, gdy te siły przenoszą się, równolegle do siebie 
samych, do jednego punktu; więc, na тосу twierdzenia dowie- 
dzionego w n° 21, mamy następujące ogólniejsze : 


Gdy siły jakiekolwiek w przestrzeni mają wynikowe, rzut tej wyni- 
kowej na linii prostej, albo na 'płasczyznie, jest wynikowa rzutów 
sił składowych. 


Со się tyczy momentów sił względem linii prostej ; nazywając 
a, b, c kąty wynikowej R z trzema osiami prostokątnemi, jeśli 
weźmiemy na przykład ostatnie z równań (15), mamy zaraz 


R(x, dos б — у, dosa) = N = z(Yz — Ху), 
bo 
Rs wstce =z(Yx — Ху); Ан 
gdzie s znaczy najkrótszą odległość wynikowej R ой osi OZ. 
Owóż, 
z(Yz — Ху) = zPąwsty; 
więc 


(17у » Rswste = ЕР wsty. 


Z kąd ogólne twierdzenie momentów sił względem linii prostej : 


Gdy siły dane w przestrzeni mają wynikowę, moment tej wynikowej 
względem jakiejkolwiek linii prostej est równy summie algebrycznej 
momentów sił składowych. 
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Owoż, summa momentów sił względem linii prostej jest to 
samo co rzut na niej momentu linijnego dwojanu, który pochodzi 
z przeniesienia wszystkich sił do jednego z punktów tej linii. Ztąd 
twierdzenie 


Między summamti momentów sił względem linij prostych przecho- 
dzących przez jeden punkt, ta jest maximum która jest wzięta wzglę: 
dem osi dwojanu przeniesienia w tym punkcie. 


Summa momentów sił jest ta sama względem wszystkich prostych 
które czynią kąt równy z osią dwojanu przeniesienia, albo które 
tworzą stożek obrotowy około tej osi. Ta summa jest zero względem 
wszystkich prostopadłych do osi dwojanu, Zatem 


Między summami maximum momentów sił względem linij prostych 
w przestrzeni, taejest minimum która jest wzięta wzylędem ost dwo- 
janu minimum. 


60. Gdy równaniu warunkowemu (16) nie staje się zadość, układ 
sił nie ma wynikowej, i przywodzi się do dwojanu G i do siły R nie 
równoległej do jego płasczyzny. Szukajmyż wartości dwojanu mi- 
nimum, i równań jego osi. Aby je otrzymać, trzeba wprowadzić do 
układu: 1° siłę równą i przeciwną sile R, 2° dwojan równowarty 
i przeciwny dwojanowi G; i wyrazić warunki równowagi. W tym 
celu, biorąc osie spółrzędne jakiekolwiek, oznaczmy przez X,, Ү,, Z, 
składowe siły R, przez £1, yy, zy spółrzędne jej punktu przyłożenia, 
przez Li, M,, №, składowe momentu linijnego 6; będziemy 
mieli na wyrażenie równowagi sześć następujących równań : 


XX, =Ń0, Ү— Ү, = 0, 2—0, = 0 
L— Ziy, + Үш — Ly = 0, 
М — Xızı + 2, — M, =0, 
N — Yiz + Myy, — Ly =0. 
Trzy pierwsze równania dają składowe siły R, 


Xic Xion Ne= X, notol 
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Przez podstawienie tych wartości trzy ostatnie równania stają się: 
Ly — Yz = L — 1, 
Xz — Zr =M — M, 
Ve, Ху = — M. 


Jeśli je pomnożymy odpowiednio przez X, Y, Z i dodamy, 
znajdziemy równanie warunkowe i nierówność 


LX -- MY - NZ — LX —M, Y — NZ=0 і R=0. 


Owoż, wiemy że moment linijny dwojanu minimum, który na- 
zywamy К, schodzi się z kierunkiem wynikowej R; więc trzy 
składowe Li, M, №, dwojanu K, z odpowiednemi składowemi 
X, Y, Z siły R, są w stosunku К; К, Zatem, na mocy ostatniego 
równania warunkowego, mamy 


пд К  LX-FMYFNZ 
АХ рҮ р“ 


Ztąd wywodzimy wartość dwojanu minimum 


| (LX -E MY £NZJR 
(18) Жез, BRE 


Przypuszczając osie spółrzędne prostokątne, znajdujemy 


LX MY NZ 


wynik już wiadomy. 


Podstawmy teraz wartości Li, M,, М, wyprowadzone z po- 
wyższego ciągu stosunków, w równanie któreśmy poprzednio 
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otrzymali, będzie 


KX 

Zii pea Yz Si B 

(19) Хи — Za =M — p 
KN 


Үл — Xy =N — R" 


Te trzy równania, z których każde wywodzi się z dwóch innych, 
przedstawiają oś główna dwojanu, czyli oś środkową. 


UwaGA. Osie dwojanów równych tworzą około osi głównej dwo- 
janu hiperboloidę obrotową o jednej płachcie. Jakoż, niech będzie 


R. 


OR oś główna i ОК dwojan minimum. Przez jakikolwiek punkt A 
przestrzeni poprowadźmy płasczyznę АОН prostopadłą do osi 
głównej OR, i przez punkt O prostopadłę OH do płasczyzny AOR. 
Jeśli przeniesiemy siłę R równolegle do niej samej z punktu O 
do A, utworzymy dwojan (R, — R) którego momentem linijnym, 
będzie ОН = В.ОА = Rr. Owóż, dwojany ОН i OK składają się 
w jeden wynikowy, którego momentem linijnym jest przekątna OG 
równoległoboku wystawionego na ОН i OK; więc, oznaczające 
przez К, G momenta linijne OK, OG, przez 0 kat GOR, otrzy- 
mujemy 


Ro P, 
styð = + i 62. К R39, 


Wartości G i 6 są funkcyą jednej zmiennej 7; to dowodzi że. 
MECHANIKA. 5 
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dla wszystkich punktów okręgu ОА mającego oś OR, dwojany są 
równe, i ich osie tworzą, około osi głównej, hiperboloidę obrotową 

PZ... { 5 K Р 
której szyją jest koło ОА a pół-osią urojoną 7 1019 = R" Ta hi- 


perboloida ma równanie 


które się zmienia tylko z ilością 7. Ztąd pochodzi jeszcze inna włas- 
ność osi głównej. Dla wszelkiego punktu powierzchni walcowej 
której ta linia jest osią, dwojan wynikowy ma tę samą wartość. 
Oś dwojanu ma ten sam kierunek dla wszystkich punktów jednej 
krawędzi walca, a zmienia go przechodząc od jednej krawędzi do 
drugiej, ale zachowuje to samo nachylenie na oś główną i tę samą 
odległość. Moment linijny G rośnie z odległością r od osi głównej, 
a jego Каб Ө z tą osią ma za granicę kąt prosty. 


61. Dla zastosowania wyłożonej teoryi, rozwiażmy zagadnienie. 
Znaleźć warunki równowagi dwóch punktów materyalnych A, А!, 
złączonych linią prostą niezmienną i podległych sitom P, P’. 


Oznaczmy przez z, у, 2, i 2", у, = spółrzędne prostokątne 
punktów A i A', przez a, 5, у, і а, 6, у kąty sił PiP 
z pół-osiami spółrzędnych dodatnych; mamy, wedle wiadomych 
formuł, sześć równań równowagi : 

Р dosa + P' dose = 0 
(A) Р dos6 + P'dos6 = 0 
Р доѕу -+ P'dosy = 0 

P(ydosy — z dosć) -|- P'(y' dosy' — z! dos6') = 0 

(В) P(zdosa — ædosy) + P'(z' dosa — z'dosy) = 0 


Р(20056 — ydosa) -- P'(w dos6 —y' dosa’) = ©. 
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Trzy ostatnie równania, na mocy trzech pierwszych, stają się 
P f(y — 07) dosy — (z —z')dosę| = 0 
Р (z — 2) dosa — (2—2) dosy} = 0 
Pi (z — 27) 0056 — (у — y)dosaj = 0, 


i są to samo co dwa równania zawarte w następującej formule 


P dosa Р dosć Pdosy 


ете ла 
s— t y—y 


(С) 


ta 


5 


Со stanowi tylko dwa oddzielne równania. 


Widzimy tedy że sześć równań ogólnych równowagi przywodzą 
się, w tym szczególnym przypadku, do pięciu, to jest do równań 
(A) 1 (С). Równania (A) wyrażają że siły Р, P' są równe, i skie- 
rowane w strony przeciwne wedle jednej prostej albo wedle dwóch 
prostych równoległych ; zaś równania (С) pokazują że siła Р działa 
wedle prostej która łączy punkta przyłożeń A i А’ obydwóch 
sł P iP. Więc, dla równowagi danego układu, trzeba i dość 
jest żeby siły P i Р”, przyłożone do skrajności linii prostej АА” 
niezmiennej, były równe i działały wedle tej linii w strony prze- 
ciwne. 


Gdyby, przypuszczając linię prostą АА’ niezmienną, przyłożono 
do skrajności A siły Р, Q,... a do skrajności А’ siły P/, Qa... 
wtedy warunkiem koniecznym i dostatecznym równowagi byłoby : 
żeby wynikowa sił P, (),... równała się wynikowej sił Р”, (7... 
iżeby obie wynikowe miały kierunek danej prostej АА’, ale działały 
w strony przeciwne. 


62. Rozwiążmy jeszcze drugie ZAGADNIENIE : Znaleźć warunki 
równowagi trójkątu niezmiennego ААТА", do którego wierzchotków 
st przyłożone odpowiedne siły Р, Р", Pr. 


Weźmy wierzchołek А” za poczętek spółrzędnych prostokąt- 
nych; zachowując notacyę użytą wyżej, będziemy mieli sześć 
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równań równowagi, w następującym kształcie, 
Р dosa -+ P'dosa' + Р” dosa” = 0 
(A) р 056 + P'dos€ + P”dosć' = 0 
Р доѕу + P'dosy! -+ Р”йову" = 0 


P(y dosy — 2056) -+ P'(y'dosy! — z'dos6') =9 
(В) P(z dosa — a dosy) -+ P'(z' dosa! — «'dosy') = 0 
P(x 056 — ydosx) +- P'(x'dos6! -— y' dosa') = 0. 


Równania (A) wyrażają że każda z trzech sił P, Р”, Р”, prze- 
niesionych równolegle do siebie samych do jednego punktu, jest 
równa i wprost przeciwna wynikowej dwóch innych. Owoż, na 
mocy równania (B), dwa dwojany powstające z przeniesienia sił 
P, P do wierzchołka A” niszczą się; więc siły Р, P’ leżą na 
jednej płasczyznie przechodzącej przez A”, i mają wynikowę która 
czyni równowagę sile Р” w tym punkcie. Ztąd wnosimy że, dla 
równowagi trójkąta niezmiennego, do którego wierzchołków są 
przyłożone odpowiednio trzy siły, trzeba i dość jest żeby te siły 
leżały na jego powierzchni, i żeby jedna z sił była równa i wprost 
przeciwna wynikowej dwóch innych. Co się właśnie zgadza z już 
wiadomem twierdzeniem. 


Jeśli na każdy z wierzchołków trójkąta niezmiennego działa kilka 
sił, składając te siły w jedna wynikowę przy każdym wierzchołku, 
przywodzimy zagadnienie do poprzedzającego, w klórem wyraże- 
nie warunków równowagi nie przedstawia już żadnej trudności. 

Kończąc, zwracamy uwagę na tę okoliczność że, w żadnym 
z dwóch przypadków równowagi trójkąta dopiero co rozbieranych, 
szóste równanie równowagi nie wywodzi się z pięciu innych, tak 
jakośmy widzieli w równowadze linii prostej niezmiennej (61). 


RÓWNOWAGA UKŁADU BRYŁÓOWEGO NIEZUPEŁNIE WOLNEGO W PRZESTRZENI. 


63. JEDEN PUNKT STAŁY. Niech będzie układ bryłowy poddany 
siłom P,P..., i mający punkt stały О około którego może się 
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obracać. Przypuszczając ten układ w równowadze, pojmujemy 
łatwo że punkt О wytrzymuje pewne parcie któremu przeciwstawi 
opór. Owoż, zastępując punkt О przez siłę R, równą oporowi, 
a raczej równą i przeciwną parciu, możemy uważać układ bryłowy 
jako wolny w przestrzeni. Więc, oznaczając przez Х,, Үү, Z, skła- 
dowe siły R,, i biorąc punkt O za początek spółrzędnych, mamy 
sześć równań równowagi, to jest najpierwej 


(20) zXĘX,=6, zY+-Y,—0, S 


a potem, uważając że siła іН przyłożona do początku O nie daje 
dwojanu, będzie 


(21) L=, M=0), N—0. 


Trzy ostatnie równania, nie zawierające parcia R,, są trzema 
warunkami równowagi. Ponieważ one sprawdzają równanie warun- 
kowe (16), i pokazują że dwojan wynikowy z przeniesienia sił do 
punktu stałego O- jest zero; więc, dla równowagi uliładu bryłtowego 
mającego punkt stały, trzeba i dość jest żeby siły przyłożone miały 
wynikowe, i żeby kierunek tej wynikowej przechodził przez punkt 
stały. 


Łatwo wprost otrzymać warunki równowagi. Jakoż, równowaga 
sił nie zależy od punktu do którego przenosimy te siły; ale, jeśli 
je przeniesiemy do punktu stałego 0, ten punkt niezmienny 
zniszczy wynikowę sił przeniesionych, a nie zniszczy dwojanu który 
pochodzi z tego przeniesienia ; więc trzeba tylko i dość jest dla ró- 
wnowagi żeby ten dwojan był zero z siebie samego. Co właśnie 
wymaga trzech ostatnich równań. 


Со do parcia na punkt O, trzy pierwsze równania (20) dają 
—XM=sX, — Үү, —/2—У7. 


To pokazuje że parcie, jakie układ bryłowy wywiera na punkt 
stały O, jest równe wynikowej sił tego układu. Co z resztą przez 


się widoczne. 
Jeśli układ w równowadze ma tylko dwie siły P, P'; ponieważ 
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dwa dwojany powstające z ich przeniesienia do punklu stałego О 
niszczą się na mocy równań L=0, M=0, N=0, te siły leżą 
na jednej płasczyznie przechodzącej przez О, są odwrotnie propor- 
cyonalne do swoich odległości od tego punktu, i działają w strony 
przeciwne. 

To są właśnie trzy konieczne i zarazem dostateczne warunki ró- 
wnowagi w machinie zwanej dźwżgnią, o której później będzie mowa. 


UwaAGa. Gdy układ bryłowy obraca się około punktu, stałego, 
można mu zawsze uczynić równowagę jedną tylko siłą. Albowiem, 
jakiekolwiek są siły którym ten układ podlega, można je zawsze za- 
stąpić przez dwie siły S i Т (A4), tak żeby jedna z nich przecho- 
dziła przez punkt stały układu. Zostaje więc druga siła T którą 
się zrównoważy siłą równą i przeciwną. 


64. DWA PUNKTA STAŁE CZYLI OŚ. Jeśli w układzie bryłowym są 
dwa punkta stałe, ten układ, pod działaniem sił danych, może się 
tylko obracać około osi przechodzącej przez te dwa punkta, które 
przypuszczamy dostatecznie wytrzymałe. Oznaczając przez 0 i Н 
te dwa punkta stałe, weźmy O za początek spółrzędnych, prosię 
OH zaoś z», i dwie osie ОХ, OY jakiekolwiek. Uczyńmy ОН =A. 
Siły układu przeniesione równolegle do siebie samych do punk- 
tu O, daja wynikowę R i dwojan wynikowy (5, — б); owoż, 
punkt stały O niszczy wynikowę R, a oś stała OZ niszczy dwo- 
jany składowe na płasczyznach ZX i ZY; zosłaje tedy na płasczy- 
znie XY sam dwojan N, którego zniszczyć oś OZ nie może. Więc, 
gdy układ bryłowy może się tylko obracać około osi OZ, warun- 
kiem koniecznym i dostatecznym równowagi jest równanie 


(22) N=Q0, czyli (л — Ху): 0. 


| To równanie wyraża że składowe sił na płasczyznie ХҮ, а tem- 
samem na płasczyznie prostopadłej do osi obrotu, mają wynikowę 
której kierunek spotyka oś obrotu. Ta wynikowa rozkłada się na 
dwie siły prostopadłe do osi i przyłożone w punktach stałych 0, Н 
które je niszczą. 

Zatem, gdy układ bryłowy obraca się około stałej osi, nie ślizgając 
się po niej, można mu zawsze uczynić równowagę jedną siłą pros- 
topadłą do tej osi. 
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Szukajmy jeszcze innym sposobem warunków równowagi. Jeśli 
zastąpimy punkta stałe O i H przez siły równe i przeciwne par- 
ciom które układ bryłowy na nie wywiera, będziemy mogli uważać 
ten układ z punktami О i Н jako wolny w przestrzeni. Więc, 
nazywając X,, Yi, Z, i Xa, Ya, Zo składowe dwóch sił które wyra- 
żają opór punktów O i H, i zważając że spółrzędne pierwszego 
punktu są zero a drugiego c=0, y=0, =, otrzymujemy 
zaraz sześć następująch równań : 


ZX X, --Х„-—0, 
ZY РҮ, 4 Va =0, 
ZZ + 74 725 = 0, 
z(Zy — Үз) — АҮ = 0, 
У(Х: — Zz) -- hX = 0, 
(Үт — Ху)= 0. 


Ostatnie równanie (Үл — Ху) = 0, niezależne od oporu osi, 
stanowi warunek konieczny i dostateczny równowagi układu, ja- 
kośmy wyżej znaleźli. 

Pierwsze pięć równań wskazują warunki wytrzymałości osi 
obrotu. Z nich wywodzimy składowe parć (ciśnień) w punktach 
0. „Ноев | 


Dwie pierwsze wartości i dwie ostatnie pokazują że w punk- 
tach О i H parcia prostopadłe do osi są wyznaczone. Trzecie 
równanie, samo jedno zawierające składowe Z, i Zs, daje tylko 


12 ROZDZIAŁ П, 


ich summę ; со dowodzi że parcie wzdłuż osi obrotu dla każdego 
z punktów О i Н osobno jest niewyznaczone. To pochodzi ztąd 
że punkta O i H są uważane jako złączone niezmiennie, matema- 
tycznie ; zatem parcie wywarte na jeden z tych punktów w kierunku 
osi, jest zarazem wywarte na drugi, te zaś dwa parcia mające ten 
sam kierunek składają się w jedno równe ich summie (równ. 22). 


Jest tu bardzo ważna uwaga do zrobienia. Wyznaczone parcia 
ciała na podpory osi stosują się tylko do równowagi; stan ruchu 
zmienia zupełnie ich wartości statyczne, jako później zobaczymy. 


Gdy układ ma tylko dwie siły, leżące na płasczyznach prosto- 
padłych do osi, warunek równowagi zależy na tem żeby te siły były 
odwrotnie, proporcyonalne do swoich odległości od osi, i działały 
w strony przeciwne. 


Wszystko со poprzedza stosuje się do machiny zwanej koło- 
wrotem, 


65. Przypuśćmy teraz że układ bryłowy obracając się około osi AB 
może się po niej posuwać. W tym przypadku, oś niszczy wszystkie 
siły których kierunek jest do niej prostopadły, ale nie może niszczyć 
żadnej innej; trzeba więc, dla równowagi, żeby summa składowych 
równoległych do osi obrotu było zero. Zatem warunki równowagi 
są dane przez dwa równania. 


(23) 270 i (Үл —– Ху) =0, 


które wyrażają, pierwsze że układ bryłowy nie może się posuwać 
po osi OZ, drugie że nie może się obracać około tej osi. Te ważne 
znaczenia równań będą nam później użyteczne. 


66. TRZY PUNKTA STAŁE CZYLI PŁASCZYZNA. Niech będzie układ bry- 
łowy, czyli ciało niezmiennego kształtu które się opiera na płas- 
czyznie w pewnej liczbie punktów. Ta płasczyzna może tylko sta- 
wić opór normalny, to jest wydawać oddziaływania czyli siły 
normalne przyłożone w punktach zetknięcia z ciałem ; te zaś siły, 
równoległe między sobą i skierowane w jedną stronę, składają się 
w jedną wynikowę której kierunek przechodzi wewnątrz wielokąta 
mającego za wierzchołki punkta zelknięć. Więc, gdy ciało poddane 
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siłom, opiera się na płasczyznie stałej w wielu punktach, trzeba i dość 
jest dla równowagi żeby siły miały wynikowę któraby parła ciało ku 
płasczyznie, i żeby kierunek wynikowej był normalny do płosczyzny i 
przechodził wewnątrz wielokąta mającego za wierzchołki punkta zetknięć, 


Biorąc płasczyznę, na której opiera się ciało, za płasczyznę XY, 
i normalnę do niej za oś rzędnych OZ, przypuśćmy najpierwej że 
ciało opiera się jednym tylko punktem A na płasczyznie ХҮ, i weź- 
my ten punkt za początek spółrzędnych. Jeśli zastąpimy opór płas- 
czyznyprzez siłę normalną Z, mającą kierunek 07, będziemy mogli 
uważać ciało jako zupełnie wolne w przestrzeni. Więc, ponieważ siła 
Z, nie daje dwojanu, mamy zaraz sześć równań 


УХ = 60 SZ > 0, 
(21) 


Pięć z tych równań są warunkami równowagi ; szóste daje parcie 
na płasczyznę, to jest 


— Z =Z, 


które, jakośmy naprzód wiedzieli, jest równe wynikowej sił przy- 
łożonych. 

Jeśli ciało opiera się dwoma punktami A i B na płasczyznie XY, 
weźmy punkt A za początek spółrzędnych, prostę АВ za 05 zw, i 
uczyńmy АВ = а. Zastępując орӧт) płasczyzny przez siły nor- 
malne Z, i Zs, przyłożone w punktach A i В, mamy zaraz sześć 
równań 


(25) | Х—=0, ZYV=0, ZZ4-Z,--Zę—0, 
9 
z(Zy—Vz)=0, (Ха — Za) —a/,=0, (Үл — Ху) =0. 


Są więc cztery równania równowagi; a dwa inne dają parcia na 
płasczyznę w punktach zetknięć A i B, to jest 


A 


ai —1=21 41, 
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Te dwa dwa parcia są wyznaczone. Ale, jeśli ciało opiera się na 
płasczyznie więcej niż dwoma punktami w linii prostej, parcia 
w tych punktach są niewyznaczone. I tak, dajmy na to że ciało ma 
z płasczyzną trzy punkta spólne А, В, С w linii prostej ; weźmy А 
za początek spółrzędnych, AB za oś z%, i uczyńmy АВ =a, 
АС =—=@'; będzie 


УХ =0, ж Ү=<0, 7-7,-Ь7»-7,=<0, 


z(Zy—Yz)=0, z(Xz —7ж) —а7„—@'7,—=0, (Үх —– Ху) = 0. 


Są jeszcze te same cztery równania równowagi jako wyżej, i tylko 
dwa do wyznaczenia parcia w trzech punktach. Więc te parcia nie 
są już wyznaczone. To pochodzi ztąd że przypuszczamy trzy punk- 
ta А, В, С leżące na linii matematycznej, nie giętkiej; zatem siła 
normalna przyłożona w punkcie B może się rozkładać na dwie siły 
równoległe przyłożone w punktach А і С. 


Tym sposobem parcie w punkcie B może się całkiem albo w czę- 
ści przenieść do punktów A i С; i nawzajem. W naturze tak się. 
nie dzieje ; bo ciała naturalne nie mają punktów stałych, ich kształt 
zmienia się z czasem. 


Uważajmy teraz ciało opierające się na płasczyznie XY trzema 


punktami А, В, С nie w linii prostej. Віогас AB i АС za osie zw 
i yw, uczyńmy АВ = а, АС = 0, i wyraźmy opór płasczyzny przez 
siły normalne Z,, 7», Z3 przyłożone odpowiednio w A, В, С; bę- 
dziemy mieli 


(26) | УХ = 0, ZY=0, 147,24 273—0 
у(1у—Ү2) 073—0, 5(Х:— 72) — а25==0, Х(Үл— Ху) (. 
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Są tylko trzy równania równowagi; trzy inne służą do wyznaczenia 
trzech sił Zi, Zz, Zg 


Natężenia tych sił, czyli parcia na płasczyznę XY, otrzymują się 
łatwo geometrycznie. Jakoż, niech będzie, wewnątrz trójkąta АВС, 
punkt O przez który przechodzi wynikowa R sił działających na 
ciało; pociagnijmy prostę АО aż do spotkania D z bokiem BC, 
i rozłóżmy siłę R na dwie składowe równoległe Z,, S, przecho- 
dzące przez punkta A, D; będziemy mieli 


Owoż, proste AD i OD są proporcyonalne do trójkątów АВС 
i OBC; zatem 


R Zi 7» Zs 


ABG OBG ОАС ОАВ” 

Więc ciało położone na płasczyznie stałej XY, której dotyka 
w trzech punktach zetknięć А, В, С nie w linii prostej, wywiera 
na tę płasczyznę parcia proporcyonalne do powierzchni trójkątów 
ОВС, ОАС, ОАВ. 

Jeśli ciało położone na płasczyznie stałej ma więcej niż trzy 
punkta podpory, wtedy parcia w tych punktach nie sa wyznaczone. 
Łatwo się o tem przekonać analitycznie. Albowiem, nazywając Z,, 
Жэ, 7з, Та... opór płasczyzny w punktach których spółrzędne 
за ді yy, Z 1 Yo, аз і узу... Mamy sześć równań 


ZX =0, © BY=0; 5204-140-234, 


z(Zy — Ya) ++ Ziyi + Zsys +... =, 
z(Xz = 72) тт Ziti — Zt =n 


(Үл — Ху) = 0. 


Widzimy teraz że są zawsze trzy równania równowagi, jakakol- 
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wiek jest liczba punktów podpory ; ale także trzy tylko równania do 
wyznaczenia n niewiadomych 71, Za, Z5,.... Więc parcia w punk- 
tach podpory zostają niewyznaczone skoro ich liczba przechodzi 
trzy. Że tak się rzeczy nie mają w zastosowaniu, to dlatego że nie 
istnieje żadne ciało naturalne niezmiennego kształtu i doskonałej 
wytrzymałości, 


Gdy ciało, poddane siłom Р, P' P”,... opiera się zarazem na kilku 
płasczyznach, trzeba i dość jest dla równowagi żeby te siły przy- 
wodziły się do innych, któreby parły ciało do płasczyzn, i którychby 
kierunki, normalne do tych płasczyzn, przechodziły wewnątrz wie- 
lokątów utworzonych przez punkta podpory. 


Dla utkwienia myśli, uważajmy dwie płasczyzny ABC, ABD, i 


przypuśćmy że siły Р, P'... przywodzą się do dwóch sił normalnych 
do tych płasczyzn w punktach przyłożenia Е, F. Nazwijmy Q i Q' 
dwie siły kierunków normalnych EQ i FQ, równe i wprost prze- 
ciwne parciom jakie płasczyzny wytrzymują w Е i Е. „zastępując : 
tym sposobem płasczyzny АВС, ABD przez siły Q, ©, czynimy 
równowagę siłom Р, P', Р”,.,. i mamy ciało bryłowe wolne 
wprzestrzeni. 


Teraz, aby wyrazić warunki równowagi jak najprościej możebnie, 
weźmy za oś rzędnych normalnę EQ, za oś z najkrótszą od- 
ległość 00' dwóch normalnych EQ, FQ’, za oś у" prostopadłę 
do płasczyzny ZOX ; uczyńmy 00'=a i nazwijmy 6 kąt dwóch 
płasczyzn АВС, ABD. Biorąc O i O” za punkta PPE sił 
QiQ, co wolno, i zważając że 


dos(O'/Q', 02) = 0050,  dos(0'Q/, OY) = wst6; 
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otrzymujemy łatwo sześć równań 


ол) УХ =0, SY--Q'wstó=0, 7-4-0 -+ Qdos = 0, 
Da0 М -- Q'adosð = 0, N-Q'awstó = 0. 
* Rugujac Qi 0', znajdujemy cztery równania 


УХ=0, L=0, N—asY=0, M—Ndot0=0 


które wyrażają warunki równowagi danego układu, 


Wartości 


= M ZY 
` 741050 510° 


Q = ХҮ 10109 — УХ 


oznaczają natężenie ciśnień które ciało w równowadze wywiera па 
płasczyzny. 


Jeśli dwie siły normalne Qi ( są na jednej płasczyznie, 
wtedy a=0; zatem początek spółrzędnych O jest punktem 
spotkania normalnych EQ, ЕО”, i równania (27) stają się 


ZX=0, ХҮ | Q/'wstó=0, 1-0 -- 0' 050 = 0 
Ы 7 N=(, 
W tym przypadku, warunkom 
LsX + МҮ +-NzZ=0 і АХО 
staje się zadość; więc układ sił P, P’... ma wynikowę która 
przechodzi przez punkt spotkania normalnych EQ, ЕО”. Ta wyni- 
kowa leży na płasczyznie dwóch normalnych i w ich kącie; bo jej 
rzut ХХ na osi ОХ, prostopadłej do płasczyzny tych normalnych, 


jest zero, a ona sama jest równa i wprost przeciwna wynikowej 
dwóch sił normalnych Q i Q, 
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68. Na zastosowanie weźmy następujący przykład. 


ZAGADNIENIE. Linia prosta AB opiera się na dwóch płasczyznach, 
poziomej ОА i pionowej OB; w jej punkcie G jest przyłożony cię- 
żar Р. Јака siłę Q trzeba przyłożyć w A aby wstrzymać ślizganie 
stę tego punktu prostej АВ? 


JO WLR. 10 

| DR 
LAB 1 DY 

0 DÈ А 
/R P 


Na mocy tego со poprzedza, widzimy zaraz że siły działające na 
prosię AB powinny się rozkładać na dwie prostopadłe do płasczyzn 
ОА i OB w punktach A i В. Zatem wynikowa sił Р i Q, prze- 
niesionych do punktu D musi przechodzić przez punkt spotkania 
prostopadłych AG i ВС; co wymaga żeby było 


Q EH AD 
PD #5000 

Owoż, 
ADAG, 
(ИР ДЕ.” 

więc 
AG.OA 5 
О= BOB 


Jeśli punkt G jest środkiem prostej AB, i OB =10А, wtedy 
(Or=4B, 


69. UwAGA OGÓLNA. Wszystko cośmy powiedzieli o równowadz 
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układów stosuje się tylko do układów bryłowych niezmiennych, to 
jest takich których punkta materyalne ani się zbliżać do siebie ani 
oddalać nie mogą. Та samoista niezmienność kształtu układów ma- 
teryalnych, czyli ciał, nie istnieje w naturze. Ale są ciała naturalne 
które, podległe siłom zwykle działającym, tak mało kształt zmie- 
niają że trzeba długiego czasu aby zmianę dostrzedz i ocenić. 
'Takiemi są naprzykład materyały, dostatecznej wytrzymałości, uży- 
wane do budowy. Można więc, przez przybliżenie, stosować do 
tych ciał naturalnych wszystko co należy do równowagi układów 
bryłowych. Wyniknie Жай pewny błąd, ale niezawodnie ten błąd 
będzie tem mniejszy im więcej ciała naturalne zbliżą się do ciał 
idealnych, któreśmy nazwali układami bryłowemi niezmiennemi. 
Nie będzie nawet żadnego błędu, jeśli będziemy uważali układ ma- 
teryalny w równowadze z kształtem jaki wziął ostatecznie pod 
działaniem sił przyłożonych. 


Gdy układ materyalny jest w równowadze, można oczywiście 
przypuścić, nie naruszając w niczem stanu równowagi, że ten układ 
ma kształt niezmienny ; zatem siły, przyłożone do różnych jego 
punktów, które sobie czynią równowagę na układzie przekształconym 
teorycznie na bryłowy niezmienny, muszą zadość czynić wurunkom 
równowagi tego układu. Więc sześć równań wyrażających tę równo- 
wagę, które są konieczne i dostateczne dla równowagi układów 
bryłowych, istnieją także w równowadze ciał naturalnych. A chociaż 
te równania konieczne nie wystarczają już dla równowagi ciał 
naturalnych, możemy niewątpliwie użyć ich do wyznaczenia sił 
niewiadomych które do nich wchodzą. Pojmujemy teraz jasno że, 
jeśli potrzebujemy tych sześciu równań równowagi, albo tylko 
pewnych związków które są ich następstwem, możemy zastosować, 
do sił działających na jakikolwiek układ materyalny w równowadze, 
wszystko co się tycze składania sił przyłożonych do układu bryło- 
wego albo zastąpienia jednego układu sił przez drugi; ale te skła- 
dania i zastąpienia jednych sił przez drugie są tylko idealne, i nie 
mogą się uskuteczniać rzeczywiście bez zmiany stanu równowagi 
układu materyalnego, jeśli punkta przyłożenia sił nie są połączone 
niezmiennie. 
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ZASTOSOWANIE TEORYI SIŁ RÓWNOLEGŁYCH DO PRZYPADKU 
CIĘŻKOŚCI. 


ŚRODKI CIĘŻKOŚCI. 


70. Wszystkie ciała zostawione sobie samym biorą ruch ku 
ziemi, czyli jako się mówi, spadają na ziemię; przyczyną tego 
ruchu jest siła nazwana ciężkością, Ciężkość działa na każdą cząstkę 
materyalną, w kierunku prostopadłym do powierzchni wód sto- 
jących. Ten kierunek nazywa się linią pionowa albo wierzchołkową 
miejsca, a przedłużony w górę i na dół, wyznacza dwa punkta zwane 
zenit nad głową i nadir pod nogami. Wszelka płasczyzna, wszelka 
linia, prostopadła do linii pionowej, jest płasczyzną poziomą (ћогу- 
zontalną), linią poziomą; a płasczyzna przechodząca przez linię 
pionową jest płasczyzną pionową. Jeśli zawiesimy ciało na nici 
zupełnie giętkiej, ta nić wyciaga się zaraz w linię prostą mającą 
kierunek pionowy; jeśli przetniemy nić, ciało upada wedle prze- 
dłużenia tej linii; nadto tężność nici która utrzymuje zawieszone 
ciało w spoczynku jest ciągle ta sama. To dowodzi że na tem samem 
miejscn ziemi ciężkość wywiera, na ciało które nie bierze ruchu, 
działanie ciągłe w kierunku stałym i z natężeniem stałem. Ten kie- 
runek i natężenie ciężkości zmieniają się z położeniem ciała na po- 
wierzchni ; natężenie zmienia się z szerokością geograficzną i z wy- 
sokością ; ale te zmiany nie są dostrzegalne w małej rozległości, 
a tem mniej w różnych punktach jednego ciała. Gdyby ziemia była 
sferą jednorodną, albo złożoną z warstew spółsrodkowych jednostaj- 
nych, i nie miała żadnego ruchu, prostopadłe do wód stających 
przechodziłyby przez jej środek. Rzeczy nie mają się tak zupełnie: 
ale jednak te prostopadłe przechodzą bardzo blizko środka ziemi ; 
a ponieważ ten środek jest daleko, i promień ziemski dość wielki * 
w porównaniu z rozmiarami ciał których oceniamy równowagę albo 
ruch na powierzchni ziemi, kierunki działań ciężkości na punkta 
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jednego ciała, to jest pionowe poprowadzone przez te punkta, moga 
być uważane jako równoległe. Zresztą, niema potrzeby znać figury 
ziemi, aby stwierdzić doświadczeniem równoległość i stałość na- 
tężenia ciężkości, w daleko większej rozciągłości niż rozmiary ciał 
któremi się zwykle zajmujemy. 


Ciężkość działa na wszystkie części tak wewnętrzne jako zewnę- 
trzne które składają ciało ; ponieważ trzeba tego samego wysilenia 
aby utrzymać całe ciało, albo wszystkie razem części na które je 
rozłożyć można. 


Wiemy nadto, że ciała lekkie jako puch, albo ciężkie jako kula 
ołowiana, całe albo podzielone na części, spadają w próżni, z je- 
dnej wysokości z tą samą prędkością i w tym samym kierunku, 
To dowodem że ciężkość działa jednakowe na wszystkie cząstki 
składowe ciała, jakakolwiek jest ich natura. 


Ztąd wynika że działania ciężkości na cząstki składowe ciał mogą 
być uważane jako siły równoległe między sobą i proporcyonalne 
do massy tych cząstek; a jeśli jeszcze przypuścimy że ciało może 
być wzięte za układ bryłowy niezmienny, będziemy właśnie 
w przypadku do którego się stosuje teorya sił równoległych. Aby 
więe tylko pojąć skutki ciężkości, dość będzie uważać ciała naturalne 
jako zbiór punktów materyalnych, niezmiennie między sobą po- 
wiązanych, podległych siłom równym i równoległym działającym 
w jedną stronę. 


Wynikowa tych wszystkich sił równoległych, która jest równa 
ich summie i do nich równoległa, nazywa się ciężarem albo wagą 
ciała, a środek tych sił równoległych, niezależny od ich kierunku 
względem położenia ciała, nazywa się środkiem ciężkości. 

Więc, w granicach prawdziwości założeń, środek ciężkości ciała 
jest punktem przez który przechodzi kierunek ciężaru, jakiekol- 
wiek położenie bierze ciało względem płasczyzny pożiomej. Jeśli 
środek ciężkości jest ustalony, wtedy ciało zostaje w równowadze. 
we wszystkich położeniach jakie około niego wziąć może ; bo wy- 
nikowa działań, które ciężkość wywiera na wszystkie cząstki skła- 
dowe, będzie zniszczona przez niezmienność środka ciężkości ; 
ma się rozumieć, jeśli jest jednym z punktów tego ciała albo z niem 
niezmiennie połączony. 

MECHANIKA. 6 
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Tym sposobem można, w zagadnieniach mechaniki, nie zważać 
na ciężkość ciała, byle do środka ciężkości tego ciała przyłożono 
siłę równą jego ciężarowi i do niego równoległą. W tem znaczeniu, 
wolno uważac każde ciało jakoby przywiedzione do swojego środka 
ciężkości, w którymby cała jego massa była zkoncentrowana. 


Wyłuszczona własność środka ciężkości ciał nie może służyć za 
określenie, bo nie widać a priori czy taki punkt istnieje (*). Uwa- 
żaliśmy wprawdzie jego istnienie za niewątpliwe, ale opierając się 
na przypuszczonćj wiedzy działań ciężkości ; co jest tylko przybli- 
żeniem, rzeczywiście tem większem im są mniejsze rozmiary ciała 
i kształt mniej zmienny. 


74. Gdy ciało jest jednorodne, to jest takie którego wszystkie 
części są tej samej natury, wtedy objętości równe mają ciężary 
równe, albo mówiąc ściślej, ciężar ciała jednorodnego jest propor- 
cyonalny do jego objętości, Jeśli materya dwóch ciał jednorodnych 
jest różna, ciężar jest ogólnie różny w równych objętościach. 
Nazywa się ciężarem gatunkowym ciała jednorodnego ciężar pewnej 
jego objętości wziętej za jedność, albo innemi słowy, stosunek cię- 
żaru ciała do objętości. Za jedność ciężaru bierze się gramm, to jest 
ciężar 15° centymetra sześciennego wody dystylowanej z gęstością 
największą możebną która przypada w temperaturze 4, a ten 
ciężar wyznaczony w próźni. Ciężar ciała zmienia się z miejscem 
ziemi; ale, ponieważ ciężary wszystkich ciał zmieniają się w tym 
samym stosunku, jako później zobaczymy, ciężar gatunkowy ciała 
jest wszędzie jednakowy. 


72. Jeśli ciało nie jest jednorodne, jego ciężar nie będzie pro- 
porcyonalny do objętości. Aby dobrze wiedzieć co trzeba rozumieć 
przez ciężar gatunkowy takiego ciała, w danym punkcie M, niech 
będzie p ciężar i v objętość cząstki niezmiernie małej w której się 


punkt materyalny M znajduje ; stosunek Р jest ciężarem średnim 


tej cząstki. Otóż, gdy objętość v dąży do zera, ten stosunek dąży 
do pewnej granicy która właśnie nazwano ciężarem gatunkowym 
ciała w punkcie M. Z tego określenia wynika że ciężarem gatunko- 


(*) PorNsoT, w jednej z not swojej Statyki dowodzi że ciała naturalne 
nie mają takiego punktu. 
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wym ciała w punkcie M jest ciężar jakiby miała jedność objętości 
materyi która oblega ten punkt M. 


73. Gdy są wiadome ciężary i środki ciężkości danej liczby ciał, 
można dwiema metodami znaleźć środek ciężkości układu tych ciał, 
niezmiennie połączonych między sobą. 

Pierwsza metoda zależy na składaniu sił równoległych, biorąc 
jedną po drugiej ; tym sposobem dochodzi się do ostatniej wyniko- 
wej, której punkt przyłożenia jest środkiem ciężkości danego układu. 


Druga metoda opiera się na twierdzeniu momentów sił równo- 
ległych, za pomocą którego wyznacza się spółrzędne środka ciężko- 
ści względem trzech płasczyzn spółrzędnych. Stosując tę metodę, 
oznaczmy przez p ciężar jednego z ciał układu, przez z, y, z spół- 
rzędne jego środka ciężkości, a przez дү, уу, z, spółrzędne środka 
ciężkości całego układu ; nakoniec uczyńmy P=p-Ep'--p'-L..., 
będzie (53). | 


74. Określenie środka ciężkości ciał, jako środka sił równole- 
głych, nie jest ani ścisłe ani ogólne. I w samćj rzeczy, istnienie tego 
punktu, zależące od istnienia wynikowej działań ciężkości, zdaje 
się polegać na tem żeby rozmiary ciała były dosyć małe; co jest 
rzeczą nieokreśloną, niepewną. A jeśli ciało ma kształt zmienny, 
albo jeśli chodzi o układ ciał niezależnych od siebie, jako na przy- 
kład ziemia i księżyc, albo planety; wtedy wynikowa działań cięż- 
kości jest tylko czczym wyrazem bez wyznaczonego sensu, i środek 
ciężkości, określony jako wyżej, staje się punktem zmyślonym. 

W zastosowaniach Mechaniki środek ciężkości, albo, jako mówi 
EULER, punkt bezwładności, gra ważną rolę ; trzeba więc go okre- 
Ślić z całą ścisłością. Отой, można uważać za widoczne, a dowie- 
dziemy włDynamice, że, na tem samem miejscu ziemi, ciężar ciała 
jestyproporeyonalny do swej massy ; co daje 


р = mg; 


oznaczając przez m massę punktu materyalnego mającego ciężar p, 
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i przez g eiężar jedności massy. Jeśli więc, w ostatnich formułach, 
zastąpimy p przez mg, iP przez Mg, znosząc czynnik g, spólny 
obydwom wyrazom każdego ze trzech ułamków, otrzymamy 


Zi m, mz 
m == ZL __ Уту Ут 


= м7 Оо 


Те formuły jako widzimy, nie zawierają juź ani śladu działania 
ciężkości, któraśmy uważali aby przyjść do wiedzy środka ciężkości. 
Więc punkt określony temi nowemi formułami istnieje zawsze ; 
ten właśnie punkt, zwany środkiem massy, nazywać będziemy środ- 
kiem ciężkości układu bryłowego niezmiennego. Będzie on tylko 
wtedy punktem przyłożenia wynikowej działań ciężkości kiedy ciało 
jest dostatecznie małe. Ostatnie określenie środka ciężkości jest 
ogólne, rozciąga się łatwo do ciała zmiennego jakiegokolwiek, albo 
do układu mass jakkolwiek położonych w przestrzeni. 

75. Gdy ciało jest jednorodne, massa jakiejkolwiek jego cząstki jest 
proporcyonalna do jej objętości; więc, nazywając D gęstość i v 
objętość cząstki mającej massę m, będzie 


m == 0]. 


Zatem, jeśli zastąpimy, w ostatnich formułach, m przez vD 
i M przez VD, znosząc czynnik D, spólny obydwom wyrazom 
trzech ułamków, znajdziemy 


уох Ур Zvz 
Psa г, Y = У, z, = —— * 


Te formuły pokazują że położenie środka ciężkości ciał jednoro- 
dnych zależy jedynie od kzstałtu ich figury; przeto wyznaczenie 
środka ciężkości w takich ciałach jest poprostu zagadnieniem 
geometryi. 


Ziąd zaraz łatwo wnieść można że, gdy ciało jednorodne jest zam- 
knięte powierzchnia wypukłą, jego środek ciężkości znajduje się 
wewnątrz tej powierzchni. 
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WŁASNOŚCI OGÓLNE ŚRODKA CIĘŻKOŚCI. - 


76. TWIERDZENIE. Dane są massy m, m, m”,... stanowiące układ 
niezmienny, jeśli do ich środków ciękości A, A, A”... przyłożono 
siły przechodzące przez środek ciężkości О układu, i przedstawione 
co do wielkości i kierunku przez wieloczyny m.OA, m'.0A', m”.0A”...; 
te siły będa w równowadze. 1 nawzajem (*). 


M”l a" 


Jakoż, biorac punkt O za początek spółrzędnych, poprowadźmy 
jakakolwiek oś ОХ, i oznaczmy, względnie do niej, przez x odciętę 
punktu A, przez z kąt prostej OA z pół-osią dodatna ОХ, przez X 
składowę wynikowej wszystkich sił ; i nakoniec nazwijmy r odle- 
głość ОА; będzie 


X = zmrdosa = ®тх. 
Ale, na mocy wiadomych formuł, mamy 
zm Z. M£y; 
i następnie 
Х =z Mity 
Więc, jeśli 2, ы 0, będzie Х = 0; i nawzajem, jeśli X = 0 


będzie «c, = 0. Со dowodzi twierdzenia, ponieważ oś ОХ jest jaka- 
kolwiek. 


() Gdy m= m = т, =... i zamiast mass równych wzięto ciężary 
równe, ten szczególny przypadek jest twierdzeniem LEIBNICA. 
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11. Okażemy teraz inną własność środka ciężkości. Niech będzie 
niezmienny układ ciał mających ciężary p, р', p”,... i środki cięż- 
kości A, A', А”,... Oznaczmy przez 7, 7', 7”..., 7, odległości środ- 
ków ciężkości tych ciał i ich układu od punktu O przestrzeni, a dla 
skrócenia uczyńmy AA' = рц, АА” = о... АА” =ph,... ; jeśli 
węźmiemy trzy osie prostokątne przechodzące przez punkt 0, 
zachowując zwykłą notacyę, będziemy mieli 


Pr = pr 4 px + ра" +.. 
Py = py PY + ру +... 
Pz, — pz + pz Lp'z” + 


Podnieśmy do kwadratu te trzy równania i dodajmy stronami, 
otrzymamy 


Pop? = per" |- рт" узу” +... + 2pp'(za' yy! + za) 4... 


+yptea" yy +52) 


Owoż, 
па 274 (у >+ @— т)=тё--ез% Aea yy |) 
Кай 
ad + уу at = Pr — go; 
więc 


=P ра... PPE =p рер. 
TPPEŻ pr = gz) |... 


Wszystkie wyrazy zawierająće 7? даја wieloczyn pr(p--pp"-...), 
i tak samo wyrazy zawierające 7, r”,...; zatem, ponieważ 


P =p +p +p + +, będzie 


Poj: Рр ра) арра... PB? — 
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więc 
S 2 1 1:9, 
ур = Pr? + р РРР. 


Ta formuia dowodzi że summa Zpr* jest najmniejsza możebna 
gdy 7, = 0, to jest gdy punkt О przypada w środku ciężkości 
układu. е 


Widzimy także żesumma Урт zostaje stała, gdy się rı nie 
zmienia. 

Zatem, Epr? zachowuje tę samą wartość, gdy środek ciężkości 
układu opisuje sferę około punktu O, a sam układ, nie zmieniając 
kształtu, bierze jakiekolwiek położenie w przestrzeni. 


WYZNACZENIE ŚRODKÓW CIĘŻKOŚCI. 


78. Chociaż linie i powierzchnie nie posiadają ani massy ani 
ciężaru, są jednak uważane jako mające środek ciężkości. Albowiem, 
można przypuścić że te figury geometryczne są granicami odpo- 
wiedających figur materyalnych, albo że są złożone z cząsteczek ma- 
teryalnych mających massy proporcyonalne do ich wielkości. Środek 
tych wszystkich mass składowych jest, przez podobieństwo, na- 
zwany środkiem ciężkości linii albo powierzchni. Zamiast mass 
można uważać siły równoległe, albo ciężary, przyłożone do cząstek 
składowych figury proporcyonalnie do ich wielkości, i wyznaczyć 
punkt przyłożenia wynikowej. 

Mówi się że linia albo powierzchnia jest jednorodna, gdy jej 
części równowarte mają massy równe, albo gdy poddane siłom 
równoległym, proporcyonalnym do ich wielkości, dają wynikowe 
równe. We wszystkiem co następuje będzie mowa o samych liniach 
albo powierzchniach jednorodnych. І 

Często można uprościć wyznaczenie środka ciężkości ciał jedno- 
rodnych, opierając się na zasadach następujących. 


10 Środek figury jest jej środkiem ciężkości. 


Albowiem, środek figury jest punktem takim, że wszelka płas- 
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czyzna przezeń poprowadzona dzieli tę figurę na dwie części syme- 
tryczne. Owoż, środek ciężkości ciała jednorodnego jest punktem 
jedynym którego położenie zależy tylko od figury tego ciała; nie- 
ma więc żadnej przyczyny żeby się znajdował raczej z jednej strony 
tej płasczyzny niż z drugiej ; więc się znajduje na samej płasczyznie. 
Zatem, środek ciężkości, mając się znajdować zarazem na każdej 
płasczyznie którą poprowadzić można przez środek figury, jest spól- 
nem przecięciem tych płasczyzn, czyli jest we środku figury. 


2° Jeżeli ciało ma płasczyznę symetryi, jego środek ciężkości jest 
па tej płasczyznie. 


Bo niema przyczyny żeby się znajdował raczej z jednej strony tej 
płasczyzny niż z drugiej. 

Tak samo rozumując widzimy że: 

3° Jeśli ciato ma oś symetryi, jego środek ciężkości jest na tej osi. 

Цо Jeśli ciało ma płasczyznę średnicową, jego środek ciężkości jest 
na tej płasczyznie. 

Z tych zadań wynikają następujące twierdzenia : 

Środek ciężkości linii prostej jest we środku jej długości, 

Środek ciężkości okręgu koła, powierzchni koła, powierzchni 
sfery i jej objętości jest we środku figury. + 

Środek ciężkości równoległoboku, równoległościanu jest na prze- 
cięciu przekątnych. 


Środek ciężkości walca obrotowego jest we środku jego osi. 


ŚRODEK CIĘŻKOŚCI LINII, 


"19. Nietrudno, za pomocą składania sił równoległych, znaleźć 
środek ciężkości obwodów prostolinijnych. Trzeba tylko uważać 
boki jako linie materyalne podległe siłom równoległym, działającym 
w jedną stronę, które są proporcyonalne do ich długości i przyło- 
* żone do ich środków ; punkt przyłożenia wynikowej tych sił będzie 
środkiem ciężkości obwodu. 

Jako przykład, wyznaczmy srodek ciężkości obwodu trójkała ABC. 
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W tym celu, wyobraźmy sobie że do środków D, E, F boków 
BC, AC, AB są przyłożone siły równoległe, działające w jedną 


stronę i proporcyonalne do długości tych boków. Składamy naj- 
pierwej dwie siły przyłożone do punktów D, E, i niech będzie 
H punkt przyłożenia ich wynikowej; poczem, składamy tę wyni- 
Коте częściową z siłą przyłożoną do punktu F, i znajdujemy osta- 
teczną wynikowę której punkt przyłożenia G, leżący na linii FH, 
jest środkiem ciężkości obwodu trójkąta АВС. Uważajmy teraz że 
punkt H otrzymuje się przez proporcyę 


HD AC 
HE ~ BG 


Ale prosta DF, łącząca środki boków BC, BA, jest połową 
boku AC, i tak samo prosta EF jest połowa boku ВО; zatem 
mamy 


HD . Вр, 


Un) 


HE ` ЕЕ 


Та proporcya pokazuje że linia FH, па której się znajduje środek 
ciężkości obwodu trójkąta ABC, jest dwójsieczną kata DFE. Do- 
wiedzionoby podobnie że ten środek ciężkości znajduje się także 
na dwójsiecznych kątów DEF i EDF. Więc środek ciężkości ob- 
wodu trójkąta jest środkiem koła wpisanego w drugi trójkąt który 
ma za wierzchołki środki boków pierwszego. 


80. Szukajmy, za pomocą ogólnej metody momentów sił równo- 
ległych, środka ciężkości G jakiejkolwiek linii CD, ktorą odnie- 
siemy do trzech osi prostokątnych. Wiemy że przez moment figury 
matematycznej względem płasczyzny, trzeba rozumieć moment sił 
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równoległych do tej płasczyzny, przyłożonych do cząstek składowych 


figury proporcyonalnie do ich wielkości. Owoż, linia CD jest 
jednorodna z założenia; więc jej moment i momenta cząstek 
linijnych składowych, względem płasczyzny XY naprzykład, wy- 
rażają się przez wieloczyny z długości tych liniji z rzędnych, od- 
powiedających punktom przyłożenia wynikowej wszystkich sił i 
każdej z sił składowych. 

Aby otrzymać te momenta, uważajmy na linii CD jakikolwiek 
punkt М (2, y, z) i punkt sąsiedni M (£ + Ax, y -+ ду, z -+ 4z); 
uczyńmy łuk СМ = s, MM = As. Jeśli oznaczymy przez / długość 
linii CD, i przez z, rzędnę jej środka ciężkości G, długość Z bę- 
dzie dana przez całkę 


a [= [ye FFE, 


wziętą w granicach odpowiedających skrajnościom © i D linii Ср; 
a zaś moment tej linii względem płasczyzny XY wyrazi się przez 
wieloczyn łzą. Moment cząstki linijnej składowej As względem 
tej samej płasczyzny będzie (z -+ sjas. W tym wieloczynie ilość e 
dąży do zera, w miarę jak punkt М' zbliża się do M. Owoż, można 
zawsze obrać M tak blizko M żebyod M do M punkta łuku As 
szły ciągle oddalając się od płasczyzny ХҮ, albo się do niej zbliżając; 
tym sposopem środek ciężkości łuku As będzie się znajdował 
między dwiema płasczyznami równoległemi do ХҮ, a przechodzą- 
cemi przez M i M. Więc ilość e jest mniejsza od przyrostu Az 
który się może stać tak małym jak się podoba. Jeśli teraz weźmiemy 
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summę momentów wszystkich cząstek składających linię GD, 
będziemy mieli 

lzy = z(z + ejAs = Zzas +- ZeAs. 
To równanie ma miejsce jakakolwiek jest ustawa, wedle której 
linia GD została podzielona na cząstki As; więc będzie jeszcze 


istniało gdy te cząstki, w liczbie tak wielkiej jak się podoba, staną 
się nieskończenie małemi. Biorąc zatem granice otrzymujemy 


lzy = gr. ZzAs +- gr, ZeAs 


Ale wiemy z Analizy że 


gr.ZAS = | as gr. Zeń8 = 0 5 


== J zds. 


Mamy tedy, do wyznaczenia spółrzędnych środka ciężkości jakiej- 
kolwiek linii CD, cztery formuły 


= [а, 
i?i = f zas, 


ty = J yds, 


Poj = fons 


Te cztery całki powinny być wzięte między granicami odpowie- 
dającemi skrajnościom C i D linii krzywej CD. 


więc 


Jeśli krzywa GD jest płaska, wtedy, uważając jej płasczyznę za 
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płasczyznę wy, będzie 2—0, i powyższe cztery formuły przywiodą 


się do dwóch 
dy = | zda Y = f yt. 


81. ŚRODEK CIĘŻKOŚCI HELICY. Aby dać przykład użycia wszys- 
tkich formuł, szukajmy środka ciężkości helicy, biorąc dla tej linii 
o podwójnej krzywiznie równania 

z= Rdosu, y=Rwstu, z= mRu. 
Mamy zaraz 
ds = Ryt --medu ; 


zatem 


ур» | "du = үг, 

0 

la, = Вүї 4 т | "dosudu= R21 — п үүѕіи, 
0 

lys = В? F m f" wstu du= ВАЛ -F me(1 — дови), 
0 


lzi = Кт y1 Frè f“udu =Rmyi Erè. a 
U 


Zkąd, dzieląc przez wartość 1, otrzymujemy 


mA: Р s 1А 2 2 
ант Y = 


Dla pierwszego półskrętu helicy będzie 


2 mek, 


zı =0, yı = А y= = за 


a dla całego pierwszego skrętu 


түш, MEZA zı = MrR, 
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To pokazuje że środek ciężkości helicy, złożonej z kilku skrętów, 
jest we środku jej wysokości. 


82. ŁUK KOŁA. Szukajmy teraz środka ciężkości łuku BAC koła. 
Łuk koła jest symetryczny względem średnicy która go dzieli na 


dwie równe części ; ztąd wnosimy że środek ciężkości G łuku BAC 
znajduje się na średnicy АА’. Dość więc będzie wyznaczyć odle- 
głość Об tego punktu od środka koła О. W tym celu, biorąc 
średnicę АА” za oś odciętych, i średnicę prostopadłą za oś rzę- 
dnyćh, uważajmy punkt М(2, у) łuku AB. Jeśli, dla skrócenia, 
uczynimy łuk AM=s, łuk ВАС = /, i nazwiemy a promień koła, 
będziemy mieli 


© = adósM0A = a dos > . 


Zatem 


' sti t 


+5 5 
89 =. р ТОУ РИА aTa l 
lz, = | =й |» dos = ds = 20 wst z Ў 
60 б 


albo e 
lt, = ae 
oznaczając przez c cięciwę ВС. 


Więc 


m, = 
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Ta formuła pokazuje że odległość środka ciężkości łuku koła, od 
środka tego koła, jest czwartą proporcyonalną do długości tuku, jego 
cięciwy i promienia koła. 


Można innym sposobem zastosować rachunek całkowy do wy- 
znaczenia środka ciężkości łuku koła. Żeby to uczynić, zamiast 
wyrażać ш w funkcyi s jako wyżej, wyraźmy s w funkcji 2; 


będziemy mieli 
Pa dy? 
08 = 2 Vi Taa 


; NEA R: Е ; ds 
uważając że pierwiastnik powinien mieć znak ilorazu 1: Теп wa- 


runek wymaga, w obecnym przypadku, żeby pierwiastnik miał 
znak -+ od punktu С do A, aznak — od A do В. Uniknie się 
tej niedogodności dwóch znaków, całkując od A do В i podwaja- 
јас otrzymany wynik. Go daje 


KJ SS= 
tej =— 2 | sds Д ы 
ge 


Owoż, z równania koła 


а y= e 

wywodzimy 
ŚĆ pkn 
de y” 


podstawiając tę wartość, i wykonywając wskazane całkowanie, 
znajdujemy 


28, ОЛЕ 72 = 
= = 20 Va 4° == ас. 


Więc 
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83 ŚRODER CIĘŻKOŚCI ŁUKU PARABOLI 


Równanie paraboli jest 


GUZA 


zkąd 


ydy = pda. 


Zatem, na mocy wiadomych formuł, mamy 


{йиз fp 


a całka wywodzi się łatwo z poprzedzającej, w której zamiast 
) А zie ь 
у trzeba położyć = + i zamienić p? na — 


„3% 


ję  poczem 
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wyznaczyć ilość stateczną tak żeby na 2 = 0 było le, = 0. Co da 


0. = ша, 


2 — 39 108 p 


Dla y, mamy 


al, 


1 [% —— —, 3 к 
эк== Р „3 ET. е DN =, 5 

=; |, Р zj PE 
Jeśli teraz podzielimy znalezione wartości le, ły, przez war- 
tość /, otrzymamy spółrzędne ү, у, środka ciężkości łuku paraboli. 


Środek ciężkości łuku MAN paraboli znajduje się na jego osi 
symetryi AX, i ma tę samą odciętę z, co łuk АМ, 


84, ŚRODEK CIEŻKOŚCI ŁUKU GYKLOIDY. 


| 
A 
Równanie cykloidy, odniesione do osi AX, AY, jest dla łuku AC 


A ш "vii 


nazywając a promień koła rodzącego. 


Mamy najpierwej 


Y ds w dy 
не gos үзе | =. 


= ha — 2\2а(2а — у). 
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Następnie. 
ре узт _ady _ 
Үау 
= — wyżayda=y + зү | абау, 
Ale 


=> U PRS? КЕСИР 
ауз = [ууу =z/W+C 


Podstawiając tę wartość, i wyznaczając statecznę dowolną tak, 
żeby па c=0 iy=0 było Го, = 0, otrzymujemy 


ley = з у Ү?ау — 2eyZa(2a — у). 


Nakoniec, 


у ydy 16a? 2 жеч 
па | гесе 2 (ia + y) Vaa y) 


Łuk AC, połowa obwodu cykloidy, ma długość l= ha, y = 2a ; 
zatem spółrzędne jego środka ciężkości są : 


"Т, ү = Ex 
ci E= 
albo 

p 20D 

ке Р = fis 


Środek ciężkości całego łuku АСВ cykloidy znajduje się na jego 
osi symetryi GD, i ma tę samą rzędnę yy = s co łuk AC. 


85. Uważajmy teraz cykloidę odniesioną do normalnej i do 


MECHANIKA. 7 
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stycznej w wierzchołku С, wziętych za osie spółrzędne СХ, СҮ; 
i szukajmy środka ciężkości łuku СМО. 


W tym przypadku równanie cykloidy, dla łuku QB, jest 


Zatem, nazywając / długość łuku CN, mamy 


е] =у/л+ = [а 26 2 зү. 


Następnie 
р — (© - 9, - = 
ш, =| {каф vaf dz Va = 37 ү2аг. 
0 
Dla otrzymania y,, mamy 


ly = к= уз [yz 
o Ve 


Zcałkujmy częściami, będzie 


poiu yża( INT —2 f Juci ds) 


=2Y34( Wr 200 — г} 44); 
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Żeby wyznaczyć statecznę dowolną, uważajmy że dla z= 0 


powinno być ły, =0; co daje G=— zada. 


Więc 


3 
2 


ly, = yia | уу +5 (2a — ж}; — z ayża |. 


.  Dzieląc wartości Га, ły, przez l, znajdziemy spółrzędne środka 
‚ ciężkości łuku GN cykloidy, 


а a)i — 2aya}. 


Żeby mieć środek ciężkości połowy obwodu cykloidy, czyli 
łuku CB, trzeba uczynić 2 = 20, у = та; co daje 


Д 
на u=a|n—g O 


Środek ciężkości całego łuku АСВ cykloidy znajduje się na jego 
2 
osi symetryi GD, i ma odciętę 2, = =. Wynik zgodny z otrzy- 
manym poprzednio (84). 


86. Gdy równanie danej linii jest funkcyą spółrzędnych biegu- 
nowych, trzeba wyrazić ilości /, ley, ly, za pomocą tych spół- 
rzędnych. Owoż, nazywając r i 6 spółrzędne biegunowe punktu M 

_linii krzywej, mamy 


© = Prdos0; у =rwst6, 


ds = үй” -- r*d6* ; 
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więc całki, wyznaczające środek ciężkości zadanego łuku krzywej, за: 
1= [үйр 40, 
la, = [20 wi r dos0 dO a т re, 


Wy, sz = | yds = = | r маар у, gg Fr. 


Jako przykład, szukajmy środka ciężkości łuku BM spiralnej 


x 
logarytmicznej, wyrażonej przez równanie 
r = ае". 
Różniczkującć znajdujemy 
dr == mae"d$, 
następnie 
ds = аүї Ет eddo! 
Zatem 
аат J "erodo, 
LAN T a j! PNY. 


= ёү 4 тё [г wst0dQ. 
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Pierwsza całka nie przedstawia żaduej trudności; dwie inne 
otrzymują się za pomocą dwóch następujących równań 


f cm) dos6d9 = e”? wst0 — 2m [ ё" wstód0, 


je wst6d6 — — e"? dos0 + 2m jamt 105040, 


z których zaraz wywodzimy 


Paa wst0 -+ 2mdos6 б, 
f: 105049 = na t aa e 


е 2m wst — 1050 эў 
JE wst0d0 = al MOE c е 
Gdy obie granice całkowania będą wiadome, wyrachuje się ła- 
two wszystkie trzy całki określone, i następnie wartości spółrzę- 
dnych д, у, środka ciężkości. 


W szczególnym przypadku, gdy skrajność B łuku BM spiralnej 
logarytmicznej przypada w jej punkcie niemaltycznym 0, wtedy 
długość tego łuku od О do M jest dana przez całkę określoną 


үү... ырен, 
i=aql Fe |, е9 d0=— үи еч, 


Wartości dwóch innych całek, określonych w tych samych gra- 
nicach, są 


2 2 
= A Z? (wst + 2mdos ojetno, 
lu = aè V1 F MÈ (omwstę — doso)’, 
1 + дт? 
Ztąd wywodzimy 
gy == —©—— (wst6 -+ 2m dos0)e™, 


1 дт 


z (2m wst6 — dosfje"". 


n=rEm 
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Jeśli punkt M schodzi się z punktem A który leży na osi ОХ, 
dość uczynić 9 = 0 w ostatnich formułach, aby mieć długość 
łuku od 9=0 aż do 6=— =, ispółrzędne jego środka cięż- 
kości, Otrzymujemy więc 


= 


M + ә? 


ka 
m 
AE 2am? ws R | 00% 

р д’ от" 


Rzędna y, jest odjemna ; со można było przewidzieć. 


ŚRODEK CIĘŻKOŚCI POWIERZCHNI. 


87. Niech będą dwa punkta sąsiednie М(2, y, z) 1 
M(e -+ Аг, у + Ay, z- Az), wzięte na powierzchni jakiejkolwiek, 
odniesionej do trzech osi spółrzędnych prostokątnych. Popro- 
wadźmy przez każdy z punktów M i M, dwie płasczyzny równo- 


ległe do płasczyzn za i zy. Те płasczyzny utworzą na powierzchni 
czworobok krzywolinijny MNMN, który będzie miał za rzut na 
płasczyznie «cy prostokąt PQP' = Avay. Owoż, wiemy z Analizy 
że, nazywając С kąt jaki płasczyzna styczna do powierzchni w punk- 
cie M czyni z płasczyzną wy, cząstka składowa powierzchni ma 
za miarę i 


dedy 


dosć * albo dredy + p? + Ф; 
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gdzie wartości 


znaczą pochodne cząstkowe funkcyi z względem zmiennych nie- 
zależnych 2 і у. 


Więc czworobok nieokreślnie mały MNM'N” wyraża się przez 


МХМ = aray(yi + PFE Ьо) 


а jest ilością która niknie z przyrostami Az, Ay. 

To ustaliwszy, uważajmy że rzędna środka ciężkości czworoboku 
krzywolinijnego MNMN' jest х --B. Ilość ß jest mniejsza od 4z, 
bo środek ciężkości tego czworoboku mieści się między dwiema 
płasczyznami równoległemi do płasczyzny æy, i przechodzącemi 
przez punkta M, M. Widzimy teraz łatwo że moment czworo- 
boku MNMN' względem płasczyzny «cy wyraża się przez wieloczyn 


(s +) АА (VTF PEP + «) =zacayy1 FPF PH away; 
nazywając y ilość zmienną która niknie z przyrostami Az, Ay. 

Jeśli więc weźmiemy summę wszystkich cząstek składowych 
danej powierzchni, oznaczając przez S jej miarę, przez zy, у, җ 
spółrzędne jej środka ciężkości, będzie 

Szy: = ZSzATAY VI + p? -- 9 -L Ухулглу. 

То równanie, istniejąc ciągle jakkolwiek małe są Av i Ay, będzie 

jeszcze prawdziwe gdy te przyrosty staną się nieskończenie małemi. 


Ale wtedy, jako już wiemy, 


gr. ZZyArAy = 0, 


grze  VIFP Hg = f fedey VFF’. 
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Więc ostatecznie 


Sz =f [+ ауу + p* Eq*. 


Mamy tedy do wyznaczenia spółrzędnych т, у, 2, Cztery 
formuły 


Sz f J ам Ф, 
Się, = ү} J "ойду МЕ? Еф. 
Sy = | ам, 
Sz, = | [чен уге. 


Granice tych czterech całek określonych są te same. Aby poka- 
zać jak się rachunek wykonywa, uważajmy pierwszą całkę. Przede 
wszystkiem trzeba z równania powierzchni F(x, y, 2,) = 0 wy- 
ciągnąć wartość z w funkcyi z, y,i podstawić ја w pierwiastniku 
y1} p Ef. Poczem, dla znalezienia granie całkowania, trzeba 
wyrugować z między równaniami 


Тш, у, 2 Ż0 Ti ШАД, 
dz 
ткай wynika równanie 
(i, у) =0, 


które przedstawia na płasczyznie cy obwód rzutu danej powierz- 
chni. To równanie rozwiązane na y daje ogólnie dwie wartości 
у= фі) і у == (о). 

Nakoniec, trzeba wyrugować y między równaniami 


Rag К. 270% 0: 
elt, у) =0 1 з ы, 


zkąd wynika równanie ф(ж):= 0 które daje- ogólnie dwie wartości 
u=ai 2. Ostatnie wartości wyrażają równania dwóch płasczyzn 
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równoległych do płasczyzny zy, i poprowadzonych przez dwa 
punkta skrajne powierzchni, jeden mniej drugi więcej oddalony od 
płasczyzny zy. 

To uczyniwszy, całkuje się różniczkę dy V1 р 9, uważa- 
jac ж jako ilość stałą, od y= фу) aż do y= (ж); poczem mnoży 
się znalezioną całkę przez dz, i całkuje się nową różniczkę od 
=a do « =b, przypuszczając a < b. Te dwa całkowania, 
wykonane jedno po drugiem, wyrażają się przez całkę podwójną 
określoną : 


b к Г per: aum M 
s=f 4] VI FPFE dy. 
a Po 


88. Gdy powierzchnia jest płaska, te wszystkie formuły dają się 
uprościć. Jakoż, biorąc płasczyznę danej powierzchni za płasczyznę 
жу, będzie z=0 a temsamem p=0, g = 0, i formuły przy- 
wodzą się do następujących 


Sy = J f ydzdy. 


Całkuje się najpierwej względem y, między wartościami % i у, 
danemi w funkeyi æ przez równanie krzywej która określa po- 
wierzchnię. Poczem, otrzymaną różniczkową funkcyę æ całkuje się 
* między wartościami w=a і 2==0, które są odciętemi dwóch 
stycznych do obwodu powierzchni, poprowadzonych równolegle 
do osi ут", 

Zeałkowane względem y, powyższe formuły stają się 
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Ostatnie formuły można wprost otrzymać, sposobem który znać 
trzeba. Niech będzie jakikolwiek punkt M(x.) na powierzchni 
GDFE, i punkt М'(2 -+ dz, y- dy) nieskończenie sąsiedni, Przez 


te punkta poprowadźmy równoległe do osi OX i do OY, które 
utworzą prostokąt МММ ; oznaczmy przez у, i y, rzędne KPi HP, 
krzywych EF i CD, odpowiedające odciętej ОР = 2 punktu M; 
nakoniec, nazwijmy a i b odcięte skrajne ОА, OB. Prostokąt 
МХМ = dredy jest cząstką składową powierzchni; jeśli więc, 
uważając œ za ilość stałą, będziemy zmieniali у od у, do уу, 
otrzymamy summę prostokątów dzdy, równą prostokątowi НКИ 
który się wyraża przez (у — y)dc; ten prostokąt różni się od tra- 
pezu krzywolinijnego HKK'H' ilością nieskończenie małą drugiego 
rzędu. Owoż, (у, — ууй jest różniczką powierzchni CEFD któ- 
rąśmy oznaczyli przez 5, więc mamy 


i b 
5 = f (yı 00). 
va | 


Formuła zupełnie ta sama co otrzymana wyżej, ponieważ yı 
znaczy rzędnę krzywej GD wyrażoną wprzódy przez y. 

Teraz, uważajmy że środek ciężkości trapezu krzywolinijnego 
HKK'H' różni się nieskończenie mało od środka ciężkości prosto- 
kąta НКИ, którego środek jest na przecięciu przekątnych i tem- 
samem nieskończenie blizko środka boku HK; można więc, za- 
niedbując nieskończenie małe wyższego rzędu, wziąć dla środka 
ciężkości trapezu krzywolinijnego spółrzędne z, ntn, Tym 


sposobem moment zadanego trapezu względem płasczyzny ZOY 
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wyraża się przez (у, — yo)tdze, a jego kde względem płasczy- 


пу ZOX przez (у. — 40) ак dp Ы (ył — уо). 
Więc 


P= Yı — yoxdzr, 


= 1 
Рх (y? — yo)dy ; 
a 
formuły zupełnie te same co otrzymane poprzednio. 


89. Jeśli powierzchnia jest zawarta między krzywą CD, osią ОХ 
i dwiema równoległemi do osi ОҮ, trzy ostatnie foriauły stają się 


1 [b 
sy =3 | Pie 


Gdy osie spółrzędne są pochyłe, pod katem 0, czworobok MNW'N' 
jest równoległobokiem mającym za miarę dzdywstó; wtedy 
trzeba wziąć 


*b 
S= ты f ydz, 
Ja 
b 
Sz, = wst 0 [`угаг, 
| va 


1 b 
Sy = 5 z wsto / у аг. 


90. Na zastosowanie ogólnych formuł, niech będzie stożek ma- 
jacy za wierzchołek punkt B osi rzędnych OZ, a za podstawę koło 
promienia ОА na płasczyznie zy. Uczyńmy ОА = а, OB=Ż 
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na ОА jako średnicy i na płasczyznie æy wystawmy półkole, i szu- 


kajmy środka ciężkości części powierzchni stożkowe której rzu- 
tem jest to półkole. 

Aby otrzymać ten środek ciężkości, uważajmy najpierwej że, 
w obecnym przypadku, płasczyzna styczna do stożka ma zawsze 


to samo nachylenie na płasczyznę cy; więc 056 jest ilością stałą, 
i wyraża się przez 


dosć = каллы, 
CE 

Weźmy potem punkt M(x, у, z) krawędzi BN powierzchni stoż- 
kowej, którego rzutem na półkolu ОА jest punkt P(x, у). Ponie- 
waż półkole wystawione na średnicy ОА ma równanie 


uż = at — а, 


stosując ogólne formuły otrzymujemy 


1 а (и 1 fa по? 
= —— E. MZ OW EOCE SAI 
5 = Tost fa а f = dost J, yom ар 
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Nakoniec, dla wyznaczenia wartości z,, uważajmy że trójkąty 
podobne MPN, BON dają 


MP - ON—0P. 
BO” 08 a 
zkąd 
s=4 (a= МИ). 
Zatem 


i b (S Галт 589 
Ба, == azl 1 (a — VF у)ахау. 


Wykonajmy całkowanie względem zmiennej y, w granicach 


od y=0 do y= u= yar — <° ; zważając najpierwej że 


у ŁBA Ж NF 2 128 a 
ү: ар =з үй y у logi FN PH ty › 


znajdziemy 
b "a Ro aż na 
zy —— d: — a — y — ar 
ба у {а yas ае 5да az 
r? Е. 2 
= 5 log (Va + Va — 2) +71082] 
Owoż, 
ea RÓ 
| айүпк— P == y > 
0 


a 1 
рма аг а | tla — ag)? dz = = 
0 0 15 


a aloga а? 
2 cda = 
[| a? log x de = 3 g” 


a | | — asloga ,.1 [а ada 
15] / еец d a мн 5) ЕЕЕ: 
h 2 og(Va--Va z) 7 6 т б үа үа үа а) ы 
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Aby mieć ostatnią całkę, połóżmy Ме; 
zkąd tag A йе ШИ; 


Podstawiając te wartości, będzie 


a ada Va, - aa i 4403 
AF = а | V t а= i 
A 2 Va — 2(үа + Va— =) т! (Va t) (Va ) 30 


Jeśli poniesiemy te wszystkie wartości całek określonych do 
równania wyżej wskazanego, otrzymamy ostatecznie 


р атоо 2 
KPE 105$ E m 5): 
A więc mamy 


16 
т<, W= a=0(1— 52): 


9r, 


Zajmiemy się teraz wyznaczeniem środka ciężkości powierzchni 
płaskich ; do czego nam posłużą formuły numeru 89. 


91. TRÓJKAT. Szukajmy, najpierwej środka ciężkości trójkąta АВС. 
Aby go wyznaczyć po prostu, weźmy dwie osie spółrzędne przecho- 


га 

| G 
| 

| 

j 

1 

| 

{ 

| 

! 


dzące przez wierzchołek A, AX prostopadłą i AY równoległą do 
boku przeciwnego ВС. W tem założeniu linie proste Аб, AB mają 
za równania 


y= me, Yo = тг. 


Zatem, nazywając 4 wysokość AD trójkąta АВС, otrzymu- 
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jemy zaraz 
*R з 2 
SE J (у — ydr = J > — mede = (m — m) K: 
0 0 2 


* 
h h : 
Bf, = fi (Y — yrds = | "(m — moda = (т — my) Е, 
0 Jo ° 


aj PR +) DJ 1 ‘h DJ ә у 9 3 > 3 
буу = zł (y:— Pode =; |, (m —m)a?dz == (т — ту) > | 
40 2 


Ztdd wynika 


Ba (т + m$. 


Owoż, uważajmy że нана wyraża rzędnę DE środka Е 
podstawy BC; co daje w LAC. Mamy więc 


JA. DE 
uw AD 
To równanie dowodzi że środek ciężkości G trójkąta АВС znaj- 
duje się na ośródkowej AE podstawy ВС, a wartość odciętej 
Getz : AD pokazuje że ten punkt jest na jednej trzeciej części ośród- 
kowej AE począwszy od podstawy. Więc środek ciężkości trójkąta 
Jest na przecięciu jego trzech ośródkowych. 


92. Środek ciężkości trójkąta wyznacza się łatwo bez rachunku 


А. 
/ 
в 5 d 


całkowego. Jakoż, niech będzie trójkąt ‚ АВС, i ośródkowa AD 
boku BC. Jeśli przez tę ośródkowę poprowadzimy płasczyznę pros 
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topadłą do płasczyzny trójkąta, będziemy mieli płasczyznę średnico- 
wą, odpowiedającą cięciwom równoległym do boku ВО. Owoż, wie- 
my (78) że ta płasczyzna zawiera środek ciężkości trójkąta; zatem 
ośródkowa AD, jej przecięcie z płasczyzną trójkąta, zawiera go 
także. Dowiedzie się podobnie że środek ciężkości trójkąta znajduje 
się na ośródkowej ВЕ boku АС. Więc ten środek jest w punkcie 
przecięcia G trzech ośródkowych trójkąta ABC. Nadto linia DE, 
łącząca środki boków АС, ВС, jest równoległa do boku AB; zatem 
dwa trójkąty GDE, САВ są podobne; a że DE jest połową boku 
AB, GD jest także połową роки GA. Więc środek ciężkości trój- 
kąta АВС jest [па ośródkowej AD podstawy ВС, i przypada na 
jej trzeciej części poczynając od podstawy. 

Dobrze jest uważać że środek ciężkości trzech ciężarów równych, 
przyłożonych do wierzchołków trójkąta, jest ten sam со środek 
ciężkości trójkąta. I w samej rzeczy, te ciężary są to trzy siły równe 
i równolegle przyłożone do trzech punktów А, В, С. Owoż, dwie 
z tych sił, przyłożone do BiC, składają się w jedną siłę, podwójna 
każdej z nich i przyłożoną do środka D boku ВС ; ta zaś siła składa 
się z siłą przyłożoną do А w ostateczną wynikowę, przyłożoną do 
takiego punktu ośródkowej AD żeby jego odległość od A była 
dwa razy większa niż odległość od D. Więc punkt przyłożenia 
ostatecznej wynikowej jest na przecięciu trzech ośródkowych trój- 
kąta. Со dowodzi założonego twierdzenia. 

Biorąc momenta trzech sił równoległych, przedstawiających po- 
wyższe ciężary, i moment ich wynikowej, widzimy łatwo że odle- 
głość środka ciężkości trójkąta, od linii prostej zewnętrznej, jest 
średnią odległością jego trzech wierzchołków od tej linii. 


93. TRAPEZ. Środek ciężkości G trapezu ABCD znajduje się na 


linii EF, która łączy środki jego dwóch podstaw; bo ten trapez 
jest różnicą dwóch trójkątów których środki ciężkości leżą na kie- 
runku linii EF. Aby znaleźć drugą linię na której się także znajduje 
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środek ciężkości trapezu, poprowadźmy przekątnę AC, która roz- 
łoży trapez na dwa trójkąty АВС, AGD. Owoż, środek ciężkości Н 


trójkąta ABC leży na ośródkowej CE boku AB, tak że HE = 1 CE; 
podobnie środek ciężkości K trójkąta ACD leży na ośródkowej AF 
boku CD, także KF = AF. Ztąd wnosimy że środek ciężkości 
trapezu ABCD jest na przecięciu G. linij EF i HK. 


Można jeszcze znaleźć odległości x i у środka ciężkości G 
trapezu od jego dwóch podstaw AB, CD, stosując twierdzenie 
momentów (53) do układu sił równoległych, które przedstawiają 
ciężary dwóch trójkątów składowych АВС, AGD i są przyłożone 
w punktach H, K. Wyobraźmy sobie te siły jako prostopadłe do 
płasczyzny trapezu, i weżmy ich momenta względem każdej z dwóch 
płasczyzn, poprowadzonych przez podstawy AB, GD równolegle 
do kierunków tychże sił. A ponieważ trapez i dwa trójkąty skła- 
dowe mają spólną wysokość, którą nazwiemy Л, ciężary tych 
trójkątów przyłożone w punktach Н, К, i ciężar wynikowy przyło- 
żony w б, są proporcyonalne do linij AB, GD, АВ -+ GD; mamy 
więc dwa równania momentów 


24 


(AB + GD = АВ. # + GD. 21, 


(AB 4 GDy = AB. н; 


кай, dzieląc stronami, wywodzimy 


1 
u __AB--20D_ 32 


AB |-- GD 


AB +CD 


Jeśli teraz przedłażymy bok BA długością AP równą podsta- 
wie CD, a zaś bok DQ długością СО równą podstawie AB, i popro- 
wadzimy prostę РО która przetnie prostę EF w punkcie G, trój- 


MECHANIKĄ. д 


Ah ROZDZIAŁ Ш. 
kąty GEP, GFQ będą podobne i dadzą 


1 
a тив ШШ 
ш жй a ai 1С 


То pokazuje że odległości ж, у środka ciężkości trapezu od pod- 
staw AB, CD, sa proporcyonalne do odcinków СЕ, GF prostej ЕЕ 
która łączy środki tych podstaw; ale już wiemy że ten środek 
ciężkości leży na prostej EF, więc punkt G jest właśnie środkiem 
ciężkości trapezu. 


Ол. CZWOROBOK JAKIKOLWIEK. Dla znalezienia środka ciężkości 
czworoboku jakiegolwiek АВСР, rozkładamy ten czworobok, prze- 


katna АС, па dwa trójkąty АСВ, AGD których wyznaczamy 
środki ciężkości H, K. Środek ciężkości G danego czworoboku 
dzieli odległość HK na dwie części odwrotnie proporcyonalne do 
powierzchni trójkątów ACB, ACD; żeby go nakreślić, uważajmy że 
te dwa trójkaty, mające spólną podstiwę AG, są proporcyonalne 
do odległości wierzchołków B, D od podstawy, a temsamem pro- 
poreyonalne do odcinków BF, DF przekątnej BD. Owoż, nazy- 
wając L punkt przecięcia przekątnej АС z prostą HK która jest 
równoległa do przekątnej BD, widzimy że w trójkącie EBD od- 
cinki BF, DF są proporcyonałne do odcinków HL, KL; więc, 
jeśli weźmiemy Кб = HL punkt G będzie środkiem ciężkości 
czworoboku ABQD. 


95. WYCINEK I ODCINEK KOŁA. Szukajmy najpierwej środka cięż- 
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kości wycinka ОАСВ koła. Теп wycinek jest symetryczny wzglę- 


A 


dem promienia ОС, przechodzącego przez środek С podstawy АСВ; 
zatem jego środek ciężkości G znajduje się na promieniu OC. Dość 
więc będzie znaleźć odległość Об tego punktu od środka koła. 
W tym celu, wyobraźmy łuk AB podzielony na łuki równe nie- 
skończenie małe ; wycinek ОАСВ zostanie rozłożony na nieskoń- 
czenie małe wycinki mające te łuki za podstawy. Każdy z tych 
wycinków składowych, tak małych jak się podoba, może być uwa- 
żany jako trójkąt równoramienny, którego środek ciężkości jest na 
dwóch trzecich ośródkowej, poczynając od wierzchołka О. A że ta 
ośródkowa ma za granicę promień koła OA, środki ciężkości 
wycinków nieskończenie małych są nieskończenie blizko łuku EF, 


nakreślonego ze środka O promieniem ОЕ = 20А, Nadto, ponie- 


waż te wszystkie wycinki są równe, ich środki ciężkości są jedno- 
stajnie rozstawione na łuku koła nieskończenie mało różnego od 
łuku EF. Ztąd wnosimy że środek ciężkości wycinka ОАСВ jest ten 
sam co łuku EF. Jeśli więc oznaczymy przez a promień koła, 
przez / długość łuku AB i przez c jego cięciwę będziemy 
mieli (82) 


2° Szukajmy teraz środka ciężkości odcinka kołowego АВС (fig. 
powyż.)» Ponieważ ten odcinek ma oś symetryi ОС, jego środek 
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ciężkości leży na tej osi; dość więc będzie wyznaczyć odległość л, 
tego punktu od środka koła О. Owoż, nazywając ^ apotemę ОН 
łuku ВС którego cięciwą jest c, i biorąc równanie koła 

а? Ly? = a, 


mamy 
з T "EM БЛ 

s=2| ydr=> | Va? — а? de = ads 
h R x. 2 


"ү; а wz | 2 ч 
Өе 2 | ухіл = 2f ауа? — a? dz = > (a? — h?)?. 
h h 8 
Więc 
3 
h(a — 4?) 


acz i tiha 
albo 
еЗ 


TL 6а = ch)” 


Gdy odcinek koła jest półkolem, wtedy 


96. ODCINEK PARABOLI. Jeśli chcemy znaleźć środek ciężkości 
odcinka AMP paraboli (fig. stronicy 93) biorąc dla tej stożkowej 
równanie 


ZZ MZ: 


1 stosując formuły numeru 89, będziemy mieli : 


az ЕЕ эл A А jej 
S zaj) уйа = Л) yz аг а 2 a V2pa ua. 2 wy. 


SM == ас = үр | sidi= zo RY, 


y= z). y da A A WIE RP. 2. 
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Więc 


Р 3 
жж ==; у= ФУ. 


97. ODCINEK CYKLOIDY. Szukajmy środka ciężkości odcinka AMP 
cykloidy. 


Równanie łuku АС tej krzywej jest 


dy = > „AB albo dr = ydy 


wadia: Үау — 4” ` 


Zatem, nazywając $ powierzchnię odcinka AMP, mamy: 


*dy v ydy y 
a i >| z [ -—=———— | Мау уау; 
ТК ay Vysty— у> = Vaay—y* Jo V2ay—y'dy ; 


Jol у ed 
=з [аууу — zm 
0 о ү2ау — y 


Zkąd 
8 = 202 Уүшу—у#. 


Następnie, 


IE {| 218 = а "Wade L= Sa — 5 ji “зат — y Vay — y?) de 
0 0 
0 1 fy 
= 4f cdr +5, ydy 
0 0 


2 3 
=, „МЕ. 
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Więc 


Заа? 


Se, = —— — улуулу — ++ 


Podobnie, 
| Z 1 1 Г ЕЕ 
Sy, = 5), U == 3 Sy — A (Bax — у үЗау — ydy 


Ше Ред Š sa 1 | "yds; 
3 SU — poy 050—8 |, as 
Ztąd wynika 
| жеке 
Sy, == у айк — 2 (2y + 5а) йау — gp. 


Otrzyma się spółrzędne %1, y,, dzieląc wartości Szy, Sy, przez б. 


Dla połowy cykloidy mamy 


A o 8 a, 16 JE 
5 JR та”, Sc, == A аў (= + Sjo 571 = ү т®. 


Więc spółrzędne środka ciężkości połowy powierzchni cykloidy są 


8 
Ti =(; + | y= 


Środek ciężkości całej powierzchni cykloidy leży na osi syme- 
туі CD, i ma rzędnę 


że. w 


= 
J=g 7 


Gdy dany odcinek cykloidy przechodzi połowę jej powierzchni, 
trzeba go rozdzielić na dwie części. Do pierwszej, która powinna być 
równa połowie powierzchni cykloidy, stosuje się równanie łuku AC 


d 2 ka a à 
Z = + А 2 —1; a zaś do drugiej równanie łuku CB 
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Y=- = an 1. Tym sposobem całkowania wykonają się 


w dwóch częściach, iich rachunek będzie tylko trochę dłuższy od 
poprzedzającego. I tak, będzie na przykład 


та © 
8 = [yds + f уйг. 
0 vra 


= 02 +fyay= gp. 


Żeby mieć tormuły ogólne, obejmujące oba przypadki, trzeba 
wziąć równanie cykloidy w funkcyi kąta и jaki czyni promień koła 
tworzącego, przechodzący przez punkt opisujący M, z promieniem 
przechodzącym przez punkt zetknięcia tego koła. Co daje 


a == а(и — wstu), у == а(1 — dosu). 


Za pomocą tych formuł, zważając że 


dæ = a(1 — dos u)du 
mamy zaraz 


про оза аг зап ch dos 2и 
= 4) È 2 dosu SE) du 


= (би — 8 wst u -+ wst 2н). 


Potem 


Szy = jA сйс aż | "a — dosu)'(u — wstujdu 
0 0 


=e f al (6-2 dos u +) 4—2 Swej wstu du) 


11305 


=, = -- 8u wstu -+ uwst 2u — 4 dosu -~ 3 wst‘ uż dostu +: s): 
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Nakoniec 


1 2 аЗ [и 
Sy = 9 f gdis f (1 — dosu)*du 
“0 U 


3 K K 

=] 6-7 йови 4-5 dosżu — q dos зш) 
а? 1 

= $ 10и — 15 wstu -|- 3 wst 2u — z wst 3u С 


Dzieląc teraz wartości Sz,, Sy, przez S, otrzymuje się środek 
ciężkości jakiegokolwiek odcinku cykloidy. Aby mieć środek cięż- 
kości powierzchni całej cykloidy, trzeba uczynić u = 2m со daje; 


Жү = та, y=ga 
wynik już wiadomy. 

Gdyby chciano znaleźć środek ciężkości krójki cykloidy, zawartej 
między dwiema rzędnemi odpowiedajacemi wartościom % i ui 
kąta u, trzebaby wyznaczyć całki S, Szy, 8у:, wykonywając cał- 
kowania w granicach od w, do w. Co nie przedstawia żadnej 
trudności. 


98. Uważajmy jeszcze cykloidę odniesioną do normalnej wierz- 
chołka jako osi odciętych i do stycznej jako osi rzędnych; i szukajmy 


środka ciężkości odcinku СМО, biorac równanie eykloidy w funk- 
суі kąta u. 
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Aby je otrzymać, niech będą AP i MQ spółrzędne punktu M 
cykloidy względem dawnych osi AX, ЛҮ”, a zaś CQ =<, MQ=y 
jego spółrzędne względem nowych osi СХ, CY. Widzimy łatwo że 
wszystkie punkta łuku СВ są dane przez równania 


АР = о(и — wstu) = ra + у 
МР = (1 — dos u) = 2a — £ 
zkad wyprowadzamy 
x =a(l + dos u), 
y = alu — r — wst u). 
A jeśli uczynimy u — m = 2, będziemy mieli żądana równania 

c =a(l — dos z) 
y = a(z + wstz). 


Posługując się temi równaniami cykloidy, i uważając szczególniej 
na to że 


dy = а(1 + dos z), 


znajdujemy zaraz trzy całki potrzebne do wyznaczenia środka cięż- 
kości odcinka GMQ. 


c "у i *z 
5 =] уйг = ту – | 20у у е | wst?z dz 
0 U 0 


а ['* 
=з— | (l — dos 2z)dz; 


więc 


S=cy— jp C= — wst 22). 
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Sz, zj) ухах = =5 500—5 йу» 
Owóż, 


у z 
| dy = 03 ję wst?z(1 — dos z)dz 
0 0 


z/4 — dos 25 
=a |, (592 — wst% dosz)dz 
0 


3 1 1 
= se- z wst2z — 5 wst ; 


Tak samo 


2 3 
| więc 
4 3 
Sz, = zTy — r( — ` wst2z — > мз). 
Podobnie 
14 ра 1 у 

шл жс с ЛА == об 

sy = 5 f Уб =ўгу Ju. 
Ale 


s т 
| туйу = аз J. (z + wstz) wst?zdz 
в 0 


/ Жы — Р wa 
= f ( = „840 śwstz н =) y 
0 


więc, wykonawszy całkowania, otrzymujemy 


a! ЛАГ Ld cad 19 
Sy, = 52у к: -- z wst 2z — —3dosz+ + 5) 


Wartości бшу, Sy,, podzielone przez wartość S wyznaczają 
środek ciężkości odcinka СМО cykloidy. Gdy ten odcinek staje 
się połową powierzchni cykloidy, wtedy znajduje się jego środek 
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ciężkości czyniąc z= m~ w powyższych formułach; со daje dla 
CBD, połowy powierzchni cykloidy, 


99. Za pomocą następującego twierdzenia można łatwo, w wielu 
przypadkach, wyznaczyć środek ciężkości figury sferycznej. 


Jeśli, biorąc trzy jakiekolwiek proste ОХ, OY, OZ przechodzące 
przez środek sfery promienia R, oznaczymy przez б powierzchnię 
figury nakreślonej na sferze, przez Sz, Su, Sz jej rzuty na płasczy- 
znach YOZ, ZOX, XOY, i przez х,, yı, zı odległości środka ciężko- 
ści figury S od tych płasczyzn ; będzie 


Na dowodzenie tego, nazwijmy z odległość, od płasczyzny ХОҮ, 
punktu M któremu odpowieda nieskończenie mała cząstka skła- 
dowa powierzchni 5; będziemy mieli (87). 


* Гха2ау 
Sz; = + 
Е J йоз& 


Ale, promień OM czyni z'normalną do płasczyzny XOY kąt &; 
co daje 


z К 008$. 


Sz, =R J J dzdy = RS:. 


Ządt wynika równanie 


Więc 


które dowodzi twierdzenia. 


(*) Zob, notę na końcu tomu. 
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Widzimy więc że dość jest znać powierzchnię figury nakreślonej 
na sferze, i jej rzuty na trzech płasczyznach przechodzących przez 
środek sfery, aby można wyznaczyć środek ciężkości tej figury. 


100. ŚRODEK CIĘŻKOŚCI TRÓJKĄTA SFERYCZNEGO. Stosując powyż- 
sze twierdzenie, nazwijmy a, b, c boki trójkąta sferycznego, 
A, В, © kąty przeciwległe, i przypuśćmy że linie proste 
ОХ, OY, OZ przystają odpowiednio do promieni ОА, OB, Об. 

Owoż, powierzchnia trójkąta sferycznego АВС ma za miarę 


= 5 (AB + 0—2; 


rzut tej powierzchni na płasczyznie АОВ wyraża się przez rzuty 
na niej wycinków kołowych АОВ, СОВ, COA, to jest 


S: = pow Pay — pow (СОВ) dosB — pow (COA)dosA 
к? 
= (с — a dos B — b dosA). 


Więc, na mocy dowiedzionego wyżej twierdzenia, będzie 


R c—adosB —bdosA 


xy =R.g т. 
+ Ө 9° A+B+-C—2 


Tak samo 


R b — cedos A — a dos C 
2° A+B+C—2 * 


» + Ra b dos C — c dos B 
da e e ыле _ 

101. Pokażemy teraz jak spółrzędne biegunowe mogą służyć do 
wyznaczenia środka ciężkości powierzchni płaskich. 


Przypuśćmy najpierwej że trzeba znaleźć środek ciężkości wy- 
cinku ОАВ, zawartego między linia krzywą AB і dwoma promie- 
niami wodzącemi OA, OB. Można rozłożyć powierzchnię wycinku 
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na trapezy kołowe nieskończenie małe, jako МХМ’, prowadząc 
promienie wodzące OL, OL/,... i łuki kół MM NN... nieskoń- 


czenie bliskie jedne drugich, mające środek w punkcie О, Owoż, 
jeśli nazwiemy r i 6 spółrzędne biegunowe wierzchołka M trapezu, 
będzie bok MN = Ar i łuk MM = r49; więc ten trapez, który jest 
różnicą dwóch wycinków kołowych ONN’ i OMM’, ma za miarę 


5 (r + А70 — - АӨ = rar49 -+ Е A7249. 


To pokazuje że cząstką nieskończenie małą, składową powierz- 
chni, jest rdrdQ. Środek ciężkości tej cząstki leży nieskończenie 
blizko punktu M; а że spółrzędne tego punktu są 


2 ==" 1050, у =rwst0, 


więc momenta cząstki rdrdd względem dwóch płasczyzn spół- 
rzędnych prostokątnych ZOX i 20Ү wyrażają się przez 


rdrdó.rdosg i siek. r wst0. 


Ztąd wyprowadzamy, do wyznaczenia środka ciężkości wy- 
cinka OAB, trzy formuły 


1 ‘o, эг 
шш a) rdr, 
бо 0 


"9, ri 
$2; А dosoao | dr , 
9; [196 


0, “г, 
Sy, = |. wst0d0 | rdr. 
by v0 
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Po tem co poprzedza, nietrudno znaleźć środek ciężkości po- 
wierzchni zawartej między dwiema liniami krzywemi AB, CD, 
i dwoma promieniami wodzącemi OA, OB. 


Jakoż, cząstką nióskończenie małą, składową powierzchni, jest 
rdrdo ; mamy więc, do wyznaczenia środka ciężkości powierzchni 
płaskiej, ogólne formuły : 


0 ү 
Е |. zd 


0 o ro 


9 w 
Sy = J '4о50 Í "dr, 
bo то 


0, Pr 
Sy ау: 51040 | "dr, 
6% ro 


, 


w których 0,, 0, znacza katy AOX i BOX, azaś 7,, r, wyrażają 
promienie wodzące, odpowiedne tym Каќот w liniach krzy- 
wych OD i AB. 


Dla lepszego wyjaśnienia szczegółów metody, powtórzymy dwa 
następujące, już rozwiązane, zagadnienia. 


1° Znaleźć środek ciężkości wycinka kołowego. Wiemy że ten środek 
ciężkości leży па osi symetryi wycinka; dość więc wyznaczyć jego 
odległość od środka koła. Owoż, jeśli weźmiemy oś symetryi wy= 
cinka za oś biegunową, uważając punkt Mír, Ө) powierzchni i na- 
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zywając R, /, c, promień koła, łuk i cięciwę, będziemy mieli : 


*+0 R 0 
s=f ө | ме f аө = ZR, 
—0 0 0 
+0, *R g 04 1 
Su == dosodo | тат < % 0050 40 = Вс; 
— 0; 0 3 0 3 


a 12 Ве 
аг" 


więc 


Со sprawdza wynik otrzymany innym sposobem. 


9° Znaleźć środek ciężkości odcinka kołowego. Ten środek cięż- 
kości leży na osi symetryi odcinka. Jeśli więc weźmiemy tę linię 
za oś biegunową i nazwiemy A apotemę łuku odcinka, będziemy 
mieli, dla jego cięciwy, równanie 


т 1050 = й; 


a następnie, stosując formuły ogólne, otrzymamy 


= n 
dos 0 
1 
= 3 (RZ — ch), 
ка Ја dos oas |, 2dr = 5 5] \\пойозо— d 1 
dos 0 
1 (38 
== =(RZ— fe, = —- 
=- z (R h>)e 19 


Ztąd wyprowadzamy wiadomy wynik 


сЗ 


Ta = G(RZ— ch)” 
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102. Znaleźć środek ciężkości powierzchni zawartej między dwoma 
kołami AB, АС, stycznemi wewnętrznie w punkcie A. 


Oznaczmy przez a i a, średnice tych dwóch kół, i weźmy za oś 
biegunową średnicę AB która, będąc osią symetryi całej figury, 
zawiera jej środek ciężkości. Jeśli więc nazwiemy 0 kąt MAB, 
promienie wodzące 7, i rı, które odpowiedają temu katowi w ko- 
łach AC i AB, wyrażą się przez 


rą 000050 1. r, = 0050; 


będziemy więc mieli 


+15 а 1080 
soja: d rdr = (a? — „ә |" dos*6 d9, 
ao dosQ 
ados 
se, = | jo | r?dr =; (a а" 105! 049. 
ао dos 


Wszystko przywodzi się do wyrachowania dwóch całek określo- 


т т 


z 2 
nych f 0082009 i f dost940, które nie przedstawiają żadnej 
U о 


trudności. Albowiem mamy zaraz 


"А 105049 = AP R 
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т kid т 


1 f2 
fios 0d0 =1 1+ 20)240— < JK 3--4dos20-|-dos40) ды w 


zkąd 


POWIERZCHNIE OBROTOWE. 


103. Niech będzie powierzchnia utworzona obrotem linii krzy- 


Y uM D 


| | 
@ TA PBW pk 


wej płaskiej CD około osi leżącej zewnątrz na płasczyznie tej linii. 
Weźmy oś obrotu ОХ i prostopadłę OY, za osie spółrzędne. 
Środek ciężkości powierzchni obrotowej znajduje się na osi 
obrotu ; dość więc wyznaczyć jego odległość Об = 2; od począt- 
ku O spółrzędnych. W tym celu, uważajmy na krzywej CD dwa 
punkta sąsiednie M(x, у) i М(2 + 02, у + dy). Оой, łuk nie- 
skończenie mały MM = «/5 tworzy, swoim obrotem około osi ОХ, 
pas nieskończenie wązki który można wziąć za powierzchnię bo- 
czną pnia stożka, zaniedbując nieskończenie małe drugiego rzęd ; 


MECHANIKA: 9 
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zatem miarą tego pasa jest 2128. Jeśli więc nazwiemy $ powierz- 
chnię utworzoną przez krzywę GD, będzie 


SS= d | yds. 


Moment tego nieskończenie wązkiego pasa, względem płasczyzny 
ZOY prostopadłej do osi ОХ, jest Zrycdsz więc 


Stı = 2r J у®@5. 
Granice między któremi mają być wzięte obie całki odpowiedają 


skrajnościom krzywej tworzącej QD. 


104, Na zastosowanie, szukajmy środka ciężkości G strefy sfe- 
rycznej, utworzonej całkowitym obrotem łuku GD około śre- 
dnicy EF. 


Równanie koła, odniesione do średnicy EF i do prostopadłej OY 
przechodzącej przez środek О sfery, jest , 


fa? - y2 2—0; 
Каа 


sds - ydy = 0, 


= do 1+ = NIE, 
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Zatem, nazywając a, b, odcięte ОА, OB odpowiedające skraj- 

nościom Č, D łuku tworzącego, i oznaczając przez S powierzchnię 
strefy, mamy 


A; А 
S= 2 | yds > зей fda = rR(b — а). 
So a 


ИЛ 
Szy = 2r | zyds = = 2хВ ji sde = qR(6* —- а); 


Y Sn 


Więc : 


То pokazuje że środek ciężkości strefy sferycznej jest na średnicy 
prostopadłej do jej podstaw i w równej od nich odległości. 


105. STREFA CYKLOIDALNA. Środek ciężkości strefy, utworzonej 
całkowitym obrotem łuku cykloidalnego СМ około normalnej Ср 


А. 
wierzchołka C, leży na tej linii. Żeby znaleźć jego odległość CG, 


weźmy równanie cykloidy odniesione do normalnej i stycznej wierz- 
chołka cykloidy; będzie 


dy _ ER 1; 
dz g 
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zkąd 


a zatem 


Owoż, całkując częściami, znajdujemy 


т © = 
Ji: = 0-2), үа = хаг 
o` VE 0 


3 
2 


= зуу (Qa — x)? — z аүба; 
więc 
gu F3 2 8а? 
= «| у Мах + 3 (2a — х) ү2ада — £) — аР 
Następnie 
2 a (PD 
A= 2r f cyds = ea | у Vz dx. 
0 
Całkując częściami, mamy 
a 2.71 2 e 

yva de = ух? — 5 сүа — rdze; 


ale 


Je Va=zds=| | — (2a — 2)? + 2a(2a — аў ас 


2 Ja ' 
= 5 (24 — уч — 5 (20— 2)? 4-0; 
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więc, wyznaczywszy statecznę С tak żeby па z = 0 było Sz, = 0, 
otrzymamy ostatecznie 


КУЯ == 


Del = 


= Var +20 4 32) (а — а) Vala — 2) — A А 

\ 9 
Ztąd, dzieląc przez wartość S, wywodzi się odciętę шү. 
Chcąc mieć środek ciężkości powierzchni utworzonej obrotem 


połowy cykloidy СВ około normalnej CD, trzeba uczynić 
©=Q20, y= ra; co daje 


106. Jest prosty związek między dwiema powierzchniami, utwo- 
rzonemi obrotem tej samej linii około dwóch osi prostokątnych. 


> 
r т 
0 M | 
| 
0A F BX 


Jakoż, nazywając S i Т powierzchnie utworzone przez krzywę CD, 
która się obraca kolejno około osi prostokątnych ОХ i ОҮ, mamy 


Sty = 2т [ у, 
e 


Ту, = 2r | уф. 


e 


Ale całka ik xyds zostaje ta sama w obydwóch przypadkach; 
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więc 


Szy = Ty,, albo = 
2 


Jest tu jeszcze mała uwaga do zrobienia. Jeśli łuk СЮ, zamiast 
obracać się około osi ОХ, obraca się około równoległej О'Х, 
oddalonej od ОХ długością 00 = k; przypuszczając ten łuk GD 
ponad obiema równoległemi ОХ, О'Х', i nazywając 5, 5' dwie 


powierzchnie obrotowe względne do osi OX, OX, będziemy 
mieli 


9 = 27 f yds, Sy, = 2r f уаз, 


$ = Ir fo + k)ds Sy’ == 2r | “(у +- k)ds. 


Ostatnie dwie całki przywodzą się do pierwszych ; albowiem 
s = 2 | yds + 2а fas 


Sty, = w EZ + 2rk f zas. 


Owoż, wyrachowano całki J 218, { yds, aby mieć środek cięż- 


kości łuku CD; więc już niema nowych rachunków do wykonania. 
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TWIERDZENIE GULDINA. 


107. Powierzchnia S utworzona całym obrotem krzywej płas- 
kiej, około osi leżącej zewnątrz na jej płasczyznie, wyraża się przez 


5 = %7 Ги 


Owoż, jeśli nazwiemy / długość krzywej tworzącej, jej moment 
względem osi obrotu ОХ będzie 


lyy = f yas; 
więc 
S= LX Т. 


To pokazuje że powierzchnia obrotowa ma za miarę wieloczyn 
z linii południkowej tworzącej przez okrag opisany jej środkiem ciez- 
kości. 

Nazwijmy teraz S' część powierzchni obrotowej zawartą między 
dwoma południkami które czynią kąt 9. Mamy oczywiście 


8 


graj 


5 


zkad 


B= X 004. 


Więc ogólnie, gdy krzywa płaska obraca się około osi która leży 
na jej płasczyznie i zostawia ją całą z jednej strony, część powierzchni 
obrotowej, zawarta między dwoma południkami, ma za miarę długość 
krzywej tworzącej pomnożoną przez łuk opisany jej środkiem cięż- 
kości. 

20 Objętość V utworzona przez powierzchnię płaską, zawartą 
między dwiema krzywemi i dwiema rzędnemi уо, у które odpo- 
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wiedają odciętym a, б, wyraża się przez 
b 
V=» y 4? — уйг 
a 


Owoż, jeśli nazwiemy 5 powierzchnię tworzącą, jej moment 
względem osi obrotu OX będzie 


a] 1 К рд ә 
sn=s | (y — y*)de; 
a 


więc 
NE 32у. 
To dowodzi że objętość utworzona CAŁKOWITYM obrotem powierzchni 


płaskiej około osi leżącej na jej płasczyznie, jest równa wieloczynowi 
z tej powierzchni przez okrąg opisany jej środkiem ciężkości, 


Jeśli teraz oznaczymy przez V’ część objętości obrotowej, za- 
wartą między dwoma południkami które czynią kąt 0, rozumując 
jako w przypadku 1°, znajdziemy łatwo że 


V=S.0y,. 


Те dwa zadania 1° i 2° są znane pod nazwiskiem źwierdzenia Gul- 
dina, chociaż znajduje się juź w Zbiorach matematycznych PAPPUS4, 


Na zastosowanie, przypuśćmy że koło promienia a obraca się 
około osi zewnętrznej leżącej na jego płasczyznie. Oznaczając 
przez Л odległość środka koła od osi, przez S i V powierzchnię 

` i objętość utworzone przez okrąg i powierzchnię tego koła, będzie 


S=Jna. Jrh = iwah, V =ra?. rh = дад, 


Podobnie, objętość utworzona obrotem ellipsy mającej pół-osie 
a i b wyraża się przez 


V = пар. lnh = таб). 


Za pomocą twierdzenia Guldina nietrudno znaleźć środek cięż- 
kości łuku koła. Jakoż, przypuszczając że cięciwa c tego łuku jest 
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równoległa do osi £w, mamy dla powierzchni strefy sferycznej 


S = 27е = 1. Zry,; 


Кай @ ZEE 


K М 
zogólnić w ten sposób : Jeśli powierzchnia płaska przenosi się 
w przestrzeni tak, że jeden z jej punktów posuwa się ciągle po jakiej- 
kolwiek krzywej GH, do której płasczyzna tej powierzchni zostaje 
normalną; wtedy objętość utworzona równa się wieloczynowi po- 
wierzchni tworzącej przez długość krzywej ktarą jej środek ciężkości 
opisuje, 


Jakoż, niech będą, na płasczyznie przylegającej do krzywej GH 
w punkcie M, ślady MK, MK dwóch położeń nieskończenie sąsie- 
dnich płasczyzny powierzchni tworzącej. Płasczyzny MK, MK, 
normalne do krzywej GH, przecinają się wedle prostej która ma 
punkt К za rzut i jest osią koła krzywizny w punkcie M linii GIL. 
Więc, gdy powierzchnia tworząca przechodzi z położenia któremu 
odpowieda ślad MK do położenia nieskończenie sąsiedniego, mają- 
cego ślad MK, można ją uważać jakoby się obracała około osi 
koła krzywizny К. Zatem, objętość utworzona, takim nieskończe- 
nie małym obrotem powierzchni, ma za miarę wieloczyn tej po- 
wierzchni przez nieskończenie mały łuk opisany jej środkiem 
ciężkości. To wszystko stosuje się do objętości podobnie utworzo- 
nej przez powierzchnię ruchomą, gdy ona przechodzi z położe- 
nia MK do nieskończenie bliskiego położenia М”К ; i tak na- 
stępnie. Ztąd wynika ostatecznie że cała objętość, utworzona tak 
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określonym ruchem powierzchni płaskiej, równa się wieloczynowi 
tej powierzchni przez długość linii krzywej którą jej środek сіей- 
kości opisał. 


Można sobie łatwo wyobrazić ruch powierzchni tworzącej, przy- 
puszczając że płasczyzna tej powierzchni jest najpierwej nawinięta 
na powierzchnię rozwijalną, będącą miejscem geometrycznem osi 
kół krzywizny kierownicy GH ; а ta płasczyzna, rozwijając się potem, 
zostaje ciągle normalną do kierownicy GH, i jest przez nią prze- 
„cięta zawsze w tym samym punkcie. Takim ciągiem nieskończenie 
małych obrotów, powierzchnia płaska tworzy objętość któraśmy 
wyznaczyli. 

108. OBJĘTOŚĆ WALCA ŚCIĘTEGO. Wiedza środka ciężkości nastrę- 
cza sposób wyrażenia objętości walca ściętego albo graniastonu 
ściętego. 


Niech będzie najpierwej walec prosty ścięty ABDC, w którym 
podstawa „GD jest nachylona na krawędzie. Jeśli oznaczymy 


przez £, у, z, spółrzędne punktu M podstawy wyższej CD walca 
ściętego, który ma podstawę niższą AB па płasczyznie ХҮ 
i krawędzie prostopadłe do tej płasczyzny, objętość V walca wy- 


razi się przez 
i zo / J zdzdy. 


A jeśli jeszcze nazwiemy 5 powierzchnię podstawy CD, i weż- 
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miemy jej moment względem płasczyzny XY, będzie 


“ИТУ (OCZOM. 
за = | | е! 


Кай, ponieważ č jest kątem stałym dwóch podstaw walca, wynika 


5 0056. z = [| zdzdy. 


Owóż, oznaczając przez S' powierzchnię podstawy AB, mamy 


Sz, =Sdost . z, =| [аду 
więc 
V= Sz. 

To pokazuje że objętość walca prostego ściętego, albo grania- 
stonu prostego ściętego, równa się wieloczynowi jego podstawy 
przez odległość środka ciężkości podstawy wyższej od niższej. 

Aby mieć twierdzenie ogólniejsze, uważajmy najpierwej że środki 
ciężkości dwóch podstaw walca ściętego są na jednej równoległej 
do jego krawędzi. Albowiem, oznaczając przez т, i у, odcięte 
środka ciężkości @ podstawy wyższej CD, a przez z, i уз od- 
cięte środka ciężkości G' podstawy niższej AB, momenta tych 
dwóch podstaw względem płasczyzn ZY i ZX będą: 


атаи р fydady 


БЕЛ = 7 SY =f ZZ 


Ale jest także 


Вау 7 RY = | [ЁЛ 


albo 


Więc 


Gi, WZ 
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To dowodzi że środki ciężkości wszystkich przecięć, zrobionych 
przez jakiekolwiek płasczyzny spotykające krawędzie boczne walca, 
albo graniastonu, są na jednej linii równoległej do tych krawędzi. 

Uważajmy teraz walec CDFE (fig. wyżej), mający krawędzie po- 
chyłe do obydwóch podstaw. Jeśli zrobimy przecięcie proste AB 
zewnątrz podstawy niższej EF, i oznaczymy przez $, 5', S” po- 
wierzchnie podstaw CD, AB, BF, i przez G, @', б”, ich środki 
ciężkości ; na mocy tego co poprzedza, będziemy mieli 


obj.(ABDC) = 5. 66° i  obj.(ABFE)=S'.G'G. 
Więc 
| obj.(EFDC) = 5(66' — G'G') = S . GG”. 


Ztąd TWIERDZENIE : 

Objętość walca ściętego, albo graniastonu ściętego, równa się wielo- 
czynowi powierzchni przecięcia prostego przez odległość środków cięż- 
kości obydwóch podstaw. 

Można jeszcze inaczej wysłowić to twierdzenie. Jakoż, jeśli z punk- 
tu G” spuścimy prostopadłę СН na płasczyznę podstawy CD, 
kat GG'H będzie nachyleniem płasczyzny GD na płasczyznę prze- 
cięcia prostego AB; zatem objętość walca ściętego EFDC wy- 
raża się przez 


obj.(EFDC) = SdosGG'H . GG”. 
- Ale trójkąt prostokątny HGG” daje 
GG” dos GGH „A НС”; 
więc | 
obj. (EFDC) = S. HG”. 


To równanie pokazuje że objętość walca ściętego, albo graniastonu 
ściętego, ma za miarę wieloczyn jednej podstawy przez odległość od 
niej środka ciężkości drugiej. 
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OBJĘTOŚCI OBROTOWE. 


109. Niech będzie powierzchnia płaska, zawarta między dwiema 


liniami krzywemi СЮ, EF, i dwiema ргоѕіеті CA, DB, prosto- 
padłemi do osi OX leżącej zewnątrz figury. Ta powierzchnia, swoim 
obrotem około osi OX, tworzy objętość której środek ciężkości 
znajduje się oczywiście na osi obrotu. Aby wyznaczyć ten punkt, 
weźmy zewnątrz figury oś rzędnych OY prostopadłą do osi obro- 
tu ОХ, i oznaczmy przez a, b odcięte ОА, ОВ, a przez у, yo 
rzędne MP, NP dwóch krzywych CD, EF, odpowiedające odcię- 
tej ОР = 2, 

Owoż, wiemy z Analizy że objętość utworzona obrotem nieskoń- 
czenie małej krójki MMPP okoła osi ОХ wyraża się przez 
z(y? — уйш; zatem objętość utworzona całym obrotem po- 
wierzchni płaskiej CDFE około osi ОХ ma za miarę 


b 
У = р (02 —yv)dz. 
“а 


Uważajmy teraz że moment objętości utworzonej przez krójkę 
MM'N'N względem płasczyzny ZOY wyraża się przez r(y*—yo)zdz; 
bo środek ciężkości tej objętości nieskończenie małej znajduje się 
na osi obrotu ОХ, między punktami Р, Р“ nieskończenie sąsie- 
dniemi. Ztąd wnosimy że 


b 
Va = -f (02— yo jedz, 
a 
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Więc 


Bo. 
y (02 — ухх 
а . 


a 
$ (Y? — у?) 
а 


110. Na zastosowanie, szukajmy środka ciężkości odcinka sfe- 
rycznego o dwóch podstawach. Łuk tworzący ma za równanie 


у= 


tH y= R; 
zatem będzie 


у= „| (R? — ©)dc = = (b— а)(5Ң# — a? — ab — 67), 
a 


т 


*b 
үа =т | Raede = (6 — OR t — 0), 
а 


Więc 
3 (a-Eb)(2R2— a? — №) 


n=qi' ды сыш р АЫ 


Gdy jedna z podstaw staje się zero, odcinek sferyczny jest krymką 
sferyczną ; wtedy, wprowadzając wysokość h tej krymki, otrzy- 
mamy jej środek ciężkości czyniąc w ostatniej formule d=R 
і а= К — h; со daje 


114 Niech będzie y* = 2px równanie paraboli tworzącej para- 
boloidę obrotową ; środek ciężkości tej objętości wyznaczy się przez 
odciętę 
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Weźmy teraz parabolę у == ал? za linię tworzącą. Środek 
ciężkości figury mającej kształt lejka, utworzonej obrotem paraboli 
około stycznej wierzchołka, wyznaczy się przez odciętę 


эт ji 
J ade 
зы 
t Z 


Ale, jeśli chodzi o środek ciężkości objętości zawartej między 
powierzchnią paraboliczną i płasczyzną utwrozoną obrotem osi 


paraboli, wtedy, nazywając X odciętę która odpowieda skrajnej 
rzędnej, będzie 


X 
њ (Xi — mijedz 
0 


с ту х. 
Í (X — wydz 
0 


а = 


112. Środek ciężkości objętości zawartej, między jedną z dwóch 
płacht hiperboloidy obrotowej, podstawą walca obrotowego ma- 


јаса pół-oś urojoną za promień podstawy, i powierzchnią boczną 
tego walca, wyznacza się przez odciętę 


›ауз 12 [ау 
bade — — а? — gde 
0 @ 
Ka = 


va yz 9 (1 -L о у5)а. 
fe B vi ДЕУ; РО 


beda — -| (ш%—а?)йх 
0 a” Ja 
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113, Ciała naturalne, jako wiadomo, składają się z niezmiernej licz- 
by cząstek, będących w odległości jedne od drugich daleko większej 
niż ich rozmiary. Te ciała zmieniają ciągle swój kształt. Ale, aby 
mięć ich środek ciężkości, uważamy je za układy bryłowe nie- 
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zmienne, co jest tylko prostem założeniem; i wyobrażamy sobie 
że materya składająca te bryły jest rozsypana w całej przestrzeni 
objętej ich powierzchnią, przypuszczając że materya każdej cząstki 
składowej jest rozpostarta nietylko w przestrzeni którą ta cząstka 
rzeczywiście zajmuje, ale jeszcze i w części przestrzeni która istnieje 
między nią i cząstkami składowemi sąsiedniemi. Jeśli więc rozło- 
żymy objętość pozorną ciała, na części nieskończenie małe we 
wszystkich rozmiarach, każda z tych części będzie napełniona ma- 
teryą, i, w poszukiwaniu środka ciężkości, będzie można wziąć te 
pełne części przestrzeni zamiast cząstek składowych ciała które się 
w tej przestrzeni istotnie znajdują, 


Zmyśliwszy taką ciągłość materyi w tej samej massie ciała, 
będziemy mogli zastosować rachunek całkowy do wyznaczenia 
środka ciężkości. Jakoż, weźmy za cząstkę nieskończenie małą 
objętości, równoległościan którego dwoma wierzchołkami przeciw- 
ległemi są dwa punkta sąsiednie M(x, у, z), M (c-Edz, y-Edy, :-{-аз), 
i krawędziami różniczki dz, dy, dz. Objętość tego równoległo- 
ścianu wyraża się przez kdrdydz, a ciężar części materyalnej 
w nim zawartej przez kędzdydz. Czynnik p znaczy ciężar gatun- 
Козу ciała w punkcie M, i jest funkcyą spółrzędnych tego punktu ; 
a spółczynnik k staje się 1 gdy spółrzędne są prostokątne. 
Zatem ciężar P całego ciała przedstawia się przez całkę potrójną 


B= | J Јоце. 


Aby otrzymać moment ciężaru ciała względem płasczyzny, uwa- 
żajmy że można, za spółrzędne środka ciężkości części materyalnej 
kgdedydz, wziąć spółrzędne z, у, z punktu M do którego się ta 
część odnosi. Albowiem, składając siły którym są podległe punkta 
materyalne zawarte w równoległościanie kdedydz, widzimy łatwo 
że punkt przyłożenia wynikowej znajduje się wewnątrz, na odle- 
głość nieskończenie małą od ścian, a ta odległość jest mniejsza od 
krawędzi dz, dy, dz. Ztąd wnosimy że moment części materyalnej 
względem płasczyzny yz jest 


Кра + ojdedydz albo | kocdzdydz + kpadedydz. 
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143 . 
Weźmy teraz parabolę 


у == ax? za linię tworzącą. Środek 
ciężkości figury mającej kształt lejka, utworzonej obrotem paraboli 
około stycznej wierzchołka, wyznaczy się przez odciętę 


Ale, jeśli chodzi o środek ciężkości objętości zawartej między 
powierzchnią paraboliczną i płasczyzną utwrozoną obrotem osi 


paraboli, wtedy, nazywając X odciętę która odpowieda skrajnej 
rzędnej, będzie 


119. Środek ciężkości objętości zawartej, między jedną z dwóch 
płacht hiperboloidy obrotowej, podstawą walca obrotowego ma- 


јаса pół-oś urojona za promień podstawy, i powierzchnia boczną 
tego walca, wyznacza się przez odciętę 


уз [© 
р, Pede — a | а? — @)а02 9 
żę = 2 zę (1 + 2 ү2)а 
p зау 56 
("aa — — p AM — @)ах 
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113, Ciała naturalne, jako wiadomo, składają się z niezmiernej licz- 
by cząstek, będących w odległości jedne od drugich daleko większej 
niż ich rozmiary. Te ciała zmieniają ciągle swój kształt. Ale, aby 
mięć ich środek ciężkości, uważamy je za układy bryłowe nie- 
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ległego do OZ i opisanego na powierzchni ciała, wyciągamy, 
ogólnie, dwie wartości dla y, mniejszą y, i większą Y, które sa 
funkcyami odciętej 2; to uczyniwszy, całkujemy względem y, 
uważając w za ilość stałą. Tak otrzymujemy całkę określoną 


podwójną 
7 
dz Š dy ) pdz 
Yo 5 


która jest funkcyą 2, i wyraża ciężar krójki ciała, zawartej między 
dwiema płasczyznami równoległemi do yz. 

Nakoniec, mając równania 2 = а, =b dwóch płasczyzn 
równoległych do płasczyzny zy, i przechodzących przez dwa punkta 
powierzchni ciała, z których pierwszy jest najmniej a drugi naj- 
więcej oddalony od tej płasczyzny, całkujemy względem 2 między 
granicami a i b; i znajdujemy ostatecznie całkę określoną po- 


trójna 
Ы? g: Z 
Prep) dz | dy | pie. 
wa Vo 


Otrzymane takim sposobem, cztery całki potrójne wyznaczają to 
co przez przybliżenie nazywa się środkiem ciężkości ciała różno- 
rodnego. Ciężar gatunkowy р tego ciała zmienia się w różnych 
punktach wedle pewnej ustawy, którą naprzód znać trzeba aby cał- 
kowanie było możebne. 

114. Jeśli ciało jest jednorodne, p jest ilością stałą; wtedy, 
zważając że p V wyraża objętość ciała, powyższe formuły 


stają się 


| adzdydz 


үзе [ К? GHEE glu a= 
i “А | | ауаз 
"Буе; oka GRA | gia 


34 zdzcd yd 2 
AK, кре, ufa т 
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W tym przypadku można zaraz wykonać jedno całkowanie, 
naprzykład względem z w granicach z i Z; co daje 


"zee р J (Z — zedzdy 
=*] f fe- х) у, түс 702 5 EB 


J J (2 — z)dzdy 


Га «эе [@—: »ydedy Ad Je (Z — ү. 
Yi = —, 24 = — 
S Га ааа (Z — z)dzdy | f eii — zdedy 


Granice całkowania względem «© i y zostają te same co przedtem. 


115, Trzeba uważać że całka podwójna 


PF 
й k | [чув 
/0 


“0 


wyraża powierzchnię przecięcia bryły przez płasczyznę równoległa 
do płasczyzny yz. Więc, jeśli można wyznaczyć powierzchnię u 
w funkcyi samej odciętej w, otrzyma się objętość bryły jednem 
tylko całkowaniem 


*b 
=> | uda. 


va 


Gdy w ciele jednorodnem przecięcia równoległe mają środki 
ciężkości w linii prostej, wtedy środek ciężkości. ciała znajduje się 
na tej linii. Jakoż, formuły wyznaczające ten punkt stosują się 
tak dobrze do spółrzędnych pochyłych jako do prostokątnych ; 
można więc za oś zw wziąć linię prostą na której leżą środki prze- 
cięć ciała, a za płasczyznę yz płasczyznę równoległą do tych prze- 
cięć. W tem założeniu będzie 


Је J joe fa aj ума aa zdydz 
ий afifi адут | ШШ??? dwdydz | 
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Owoż, całki podwójne J J ydydz, J J zdydz są zero dla wszel- 


kiej wartości z, bo są proporcyonalne do momentów przecięcia u, 
wziętych względem płasczyzn «œz i zy które zawierają środek 
ciężkości tego przecięcia; więc yy =0 i z, = 0. 

Teraz, ponieważ powierzchnia u przecięcia wyraża się w funkcyi 
samej odciętej x, środek ciężkości ciała jest wyznaczony przez 
formułę która zawiera tylko dwie całki pojedyncze, 


ЫЛ 
| urde 
Ja 


ЫЛ 
| ніл 
а 


u 


4А == 


Zastosujmy wyłożomą teoryę do kilku przykładów. 


116. ŚRODEK CIĘŻKOŚCI PIRAMIDY I STOŻKA. Wszystkie przecięcia 
równoległe do podstawy piramidy, albo stożka, są podobne mię- 
dzy sobą ; zatem ich powierzchnie są proporcyonalne do kwadra- 
tów odległości od wierzchołka, i mają środki ciężkości na linii 
łączącej środek ciężkości podstawy z wierzchołkiem. Ztąd wynika 
że środek cićżkości piramidy, albo stożka, leży na tej linii; dość 
więc tylko wyznaczyć jego odległość od wierzchołka. Aby to uczynić 
po prostu, weźmy rzeczoną linię środków ciężkości za oś z% , a płas- 
czyznę równoległa do podstawy i przechodzącą przez wierzchołek, 
za płasczyznę yz; jeśli potem oznaczymy przez b podstawę 1 
przez a odległość jej środka ciężkości od wierzchołka, będziemy 
mieli 


W іес 


То wszystko pokazuje że środek ciężkości piramidy, albo stożka, 
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znajduje się na linii łączącej środek ciężkości podstawy z wierzchoł- 


kiem, i w odległości ы tej linii poczynając od podstawy. 


117. Łatwo, bez rachunku całkowego, wyznaczyć środek cięż- 


kości piramidy trójkątnej ABCD. Jakoż, płasczyzna poprowadzona 
przez krawędź AB i przez środek Е krawędzi GD jest płasczyzną 
średnicową, odpowiedającą cięciwom równoległym do GD; zatem 
środek ciężkości piramidy leży na tej płasczyznie; dla podobnej 
przyczyny, ten środek leży także na płasczyznie średnicowej prze- 
chodzącej przez krawędź Аб i przez środek F krawędzi BD; 
więc się znajduje na linii AH która łączy środek ciężkości H 
ściany ВСЮ z wierzchołkiem przeciwległym A. Dowiedzie się tak 
samo że środek ciężkości piramidy znajduje się na linii GK która 
łączy środek ciężkości K ściany ABD z wierzchołkiem przeciw- 
ległym С. Więc ten punkt jest przecięciem się G dwoch linii 
AH i CK. Owoż, z położenia punktów H i K wynika że w trój- 
kącie FAC prosta TIK jest równoległa do boku АС i. równa jego 
trzeciej części; zalem trójkąty СНК, GAC są podobne i GH jest 
trzecią częścią odległości GA. Więc nakoniec GH jest czwartą 
częścią linii АН, 

Jeśli do czterech wierzchołków piramidy trójkątnej przyłożono 
cztery ciężary równe, środek ciężkości tego układu ciężarów będzie 
środkiem ciężkości piramidy. Jakoż, dwa ciężary równe P, przyło- 
żone w A i В, składają się w jedną siłę 2р przyłożoną we środ- 
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ku L krawędzi AB; podobnie dwa ciężary także równe P, przyło 
żone w б i D, składają się w jedną siłę 2P, przyłożoną we środ 
ku E krawędzi CD. Te dwie wynikowe częściowe równe składają 
się w ostateczną wynikowę, przyłożoną we środku prostej EL. Ztąd 
wnosimy że la wynikowa przechodzi przez punkt w którym się prze- 
cinają linie łączące środki krawędzi przeciwległych. Owoż, środek 
ciężkości piramidy, będąc na płasezyznach ABE i CDL, leży na 
linii ich przecięcia EL; i tak samo leży na linii FN; więc jest 
przecięciem się tych dwóch linij. To dowodzi że środek ciężkości 
układu czterech ciężarów przypada we środku ciężkości pirami- 
dy ABCD. 


Odległość środka ciężkości piramidy trójkątnej od płasczyzny 
zewnętrznej jest średnią odległością jej czterech wierzchołków od 
tej płasczyzny. Jakoż, jeśli do czterech wierzchołków piramidy trój- 
Капе) przyłożymy ciężary równe Р, biorac momenta względem 
danej płasczyzny, będziemy mieli 


iz, 2 Pr Ц ОР Pe Po"; zkąd o РАР а 


118. GRANIASTON I WALEC. Ponieważ wszystkie przecięcia równo- 
ległe do podstawy są równe, ich środki ciężkości leżą na linii łącza- 
cej środki ciężkości podstaw ; zatem środek ciężkości graniastonu 
znajduje się na tej linii. Owoż, jeśli podzielimy graniaston, płas- 
czyznami równoległemi do podstaw, na krójki nieskończenie cien- 
kie, samma momentów wszystkich krójek będzie zero względem 
płasczyzny równo oddalonej od podstaw; więc środek ciężkości 
graniastonu leży na tej płasczyznie, Ztąd wnosimy że środek cież- 
kości graniastonu, albo walca, jest we środku prostej która tączy środki 
ciężkości jego podstaw, 


119. OporNEk ELLIPsOiDY. Szukajmy środka ciężkości odcinka 
elipsoidy, zawartego między dwiema płasczyznami równoległemi 
AGD, BEF które są jego podstawami. 


Ponieważ w ellipsoidzie przecięcia równoległe są ellipsami, mają. 
сеті środki na średnicy sprzężonej z płasczyznami tych przecięć, 
środek ciężkości odcinka ellipsoidy leży na średnicy sprzężonej 
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z podsławą ; dość więc znaleźć jego odległość od środka ellipsoidy. 


| 


Y 


Owoż, biorąc równanie ellipsoidy odniesione do trzech średnic 
sprzężonych 2a, 20, 20 z których jedna sprzężona z podstawą 
odcinka jest osią z, mamy 


5-10, 


а? 


zkąd wywodzimy 


równanie przecięcia równoległego do płasczyzny yz. Powierzchnia 
u tego przecięcia wyraża się przez 


2 
AA, (i 5) ; 
a 2 


więc, nazywając о, odcięte ОА, OB, będzie 


>B / а? 
| Ја) (a HP) Qa? —a* — [у 
ly = K a) ; ү За — a? — P? — оф 


Ta wartość niezależna od średnie % i 2e stosuje się do środka 
ciężkości odcinka sfery mającej promień a. 
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120. Można jeszcze łatwo znaleźć środek ciężkości piramidy trój- 
Кате], mającej za krawędzie trzy pół-średnice sprzężone a, b, с, i 
za podstawę powierzchnię ellipsoidalną. Jakoż (ostat. fig.), po- 
wierzchnia przecięcia: PQR równoległego do płasczyzny yz wy- 


raża się przez 
а? 
а 


więc odcięta 2, środka ciężkości piramidy tego rodzaju jest 


121. ODCINEK PARABOLOIDY. Mając dane równania 
9р0 i 32290 


dwóch parabol głównych, szukajmy środka ciężkości odcinka para- . 
boloidy, wyznaczonego przez płasczyznę prostopadłą do osi głów- 
nej. Ten środek ciężkości leży na osi głównej, dość więc znaleźć 
jego odciętę na tej osi. 


Owoż, 
U = хуз = Wrz үрд; 


więc 
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122. Gdy równanie powierzchni ciała jest dane w funkcyi spół- 
rzędnych biegunowych, trzeba także wyrazić ciężar tego ciała i jego 


momenta w funkeyi spółrzędnych tego samego rodzaju. Owoż, 
wiemy że punkt M w przestrzeni jest określony przez spółrzędne 
biegunowe następujące : promień wodzący ОМ =r, kąt M0Z=98 
nazwany w Astronomi dopełnieniem szerokości, kąt dwójścienny 
MOZX = 4 zwany długością (geograficzną). Te spółrzędne. wyzna- 
czają punkt M przez przecięcia się trzech powierzchni, to jest: 
sfery promienia », stożka obrotowego mającego kat 29, i płas- 
czyzny przechodzącej przez oś 07 a czyniącej z płasczyzną ZX 
kat Фф 


Spółrzędne prostolinijne prostokątne æ, y, s wyrażają się łatwo 
w funkcyi spółrzędnych biegunowych >, 6, 4, jako pokazuje pier- 
wsza figura która zaraz daje 


x = OP dost = r wstódosy, 
у = ОР wsty = r wstó wst y, 
z =OMwstMOP — r dos9. 


Ztąd nawzajem spółrzędne >, Ө, 4 wywodzą się w funkcyi spół- 
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rzędnych 2, у, =: 


{ 
styy =. 


Zobaczmy teraz jak, za pomoca spółrzędnych biegunowych, 
można wyznaczyć położenie środka ciężkości ciała względem trzech 
osi spółrzędnych prostokątnych. Niech będą w danem ciele dwa 
punkta sąsiednie М, 0, 9) i M(r + Ar, 9 —-H 40, 4 + Av). Między 
dwiema sferami, dwoma stożkami i dwiema płasczyznami, które 
odpowiedają tym dwom punktom, istnieje objętość MNPQN'P'Q'M' 
mająca kształt równoległościanu. Tę objętość tak się otrzymuje : 
na płasczyznie MOZ i w kącie МОМ = 29, nakreśla się dwa łuki 
podobne MN i P/Q' promieniam r i r- Ar. Wynika жай tra- 
рех kołowy MNQ'P' który, będąc różnicą dwóch wycinków koło- 
wych, wyraża się przez 


1 ү Mme 1 
z” -- A7)?46 — 3” w0=(r + 5 ar JArA0. 


jeśli teraz obrócimy płasczyznę MOZ okoła osi OZ о Ка Av, 
trapez MNQ'P' weźmie położenie M'N'QP 1 swoim obrotem utwo- 
rzy niby równoległościan MNPQM. Objętość tego niby równole- 
głościanu równa się, na mocy twierdzenia GuLDINA, wieloczynowi 
powierzchni trapezu kołowego MNQ'P' przez łuk koła opisany jego 
środkiem ciężkości H. Owoż, z przyczyny że punkt H jest nie- 
skończenie blizko punktu M, łuk opisany przez H różni się nie- 
skończenie mało od łuku opisanego przez M; a długość ostatniego 
łuku, którego promieniem jest prostopadła ME do 07, wyraża 
się przez ME. ay =» wst9a4. Więc objętość MNPQM nia za 
imiarę 


1 
(r + 5 Ar) (rwstQ -|- ajaradaY : 


a niknie z przyrostłami Ar, А9, Av. 
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To ustaliwszy, uważajmy ciało niejednorodne. Jeśli nazwiemy р 

ciężar gatunkowy w punkcie M ciała, ciężar gatunkowy średni 

nieskończenie małej bryłki MNPOQM będzie p-FB, i cały jej 
ciężar wyrazi się przez 


1 
b+ pr -+ 347) (rwst0 + a)ara0Ay = от wstOdra0Ay --yara0Av. 
gdzie а, ß, у nikną z przyrostami А>”, 40, Av. 
Więc, nazywając P ciężar danega ciała, mamy 
Р = УЕ? wstó ArAGAY -- УБЎУА”АбА у ' 


zkąd, biorąc granice, otrzymujemy 


P =f [ [е wst drdady. 


Uważajmy teraz że środek ciężkości nieskończenie małej bryłki 
MNPQM jest wewnątrz niej i nieskończenie blizko punktu M; 
albowiem różnice spółrzędnych tych dwóch punktów за mniejsze 
od Ar, A0, Ad. Można więc wziąś spółrzędne punktu M, za 
spółrzędne środka ciężkości bryłki. Tym sposobem, zastępując spół- 
rzędne prostokątne z, у, z punktu M przez ich wartości 
rwstó бозу, rwstówsty, »dos6, mamy do wyznaczenia spół- 
rzędnych cy, yy zı Środka ciężkości ciała cztery następujące 
formuły : 


р =) | | от? wstOdrdOdt, 


Ра = f [ [зев dosy аба}, 
Рт == | J | pr? wst?9 wsty drdódy, 


ре 3 | JJ gr” wst dos6 drdorky. 
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Granice wszystkich czterech całek potrójnych są te same. 
Aby pokazać jak się całkowanie odbywa, weźmy pierwszą całkę 


l J | и” wslOdrdOdp. Dla znalezienia granic całkowania, trzeba 


odróżnić przypadki w których początek spółrzędnych znajduje się 
wewnątrz ciała albo zewnątrz 

1° Jeśli początek O spółrzednych jest wewnątrz ciała, całkuje 
się najpierwej względem r, uważając 0 і ү za ilości stałe, od r = 0 
do r= (8, 4); ostatnia wartość jest dana przez równanie po- 
wierzchni ciała F(r, Ө, 4) = 0. Wynikiem tego całkowania jest 
funkcya spółrzędnych 6, ү, która wyraża ciężar piramidy nieskoń- 
czenie szczupłej, mającej wierzchołek O i krawędź r = 908, 4). 

Można potem całkować względem Ө, uważając ү jako ilość stałą, 
od 6=0 do 8=r: znajduje się tym sposobem funkcyę spół- 
rzędnej 4, która wyraża ciężar części ciała, zawartej w kacie dwój- 
ściennym dp, między krawędzią OZ i powierzchnią tego ciała. 
Nakoniec, całkuje się względem 4 od 4=0 do 4 =?r. Te 
trzy całkowania dają ciężar Р, wyrażony potrójną całką określoną 


adr. 


к ж *%(0,Ҹ) 
Р =] dy | wst6d0 | 
0 “0 ( 


e 


2° Jeśli początek spółrzędnych i oś OZ są zewnątrz danego 
ciała, przypuszczając że równanie powierzchni F(r, g, 4) = 0 
daje dwie wartości dla r, mniejszą, 7, i większą R które są 
funkcyami spółrzędnych Ө, w, całkuje się względem r od 7, do R, 
uważając 6 i w za stałe. Poczem, uważając v za ilość stałą w ró- 
wnaniu F(r, Ө, 4) = 0, otrzymuje się równanie linii krzywej, która 
jest przecięciem powierzchni z płasczyzną przechodzącą przez OZ 
i czyniącą kąt э) z płasczyzną ZX. Niech będa wtedy 6, i 0, kąty 
jakie dwie styczne do tej krzywej, wychodzące z początku spół- 
rzędnych, czynią z osią OZ; te kąty są funkcyami spółrzędnej ү; 
znając je, całkuje się względem 6 od 8=0, do 0=0,, co daje 
pewną funkcyę ilości w. Nakoniec, całkuje się względem 4 od 4 =4, 
do Y=V,, nazywając Фо i vy katy jakie dwie płasczyzny styczne 


do powierzchni ciała, i przechodzące przez OZ, czynią z płasczy- 
zną ZX. 
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Ale, gdy początek spółrzędnych jest zewnątrz ciała wskroś któ- 

гео oś OZ przenika, wtedy trzeba całkować od 8=0 do 0 = 0, 
ioddu=0 do W =?r. 

UwaGAa. Za pomoca metody nieskończenie małych dochodzi się 

łatwo do wyżej otrzymanych formuł. Jakoż, w czworoboku różnoli- 

піјпут ММРО, bok MN=7d6 i рок MQ=r wstódy. Ztąd wynika 


Powierzchnia MNPQ = (r° wstó +) Ө), 
Objętość МХРОМ/ = (r *wst6 + х) 0104. 


Więc, zaniedbując nieskończenie małe rzędu wyższego nad 
zachowany, znajdujemy dla nieskończenie małej cząstki powierz- 
chni wartość »%wstódódi, a dla nieskończenie małej cząstki obję- 
tości wartość 1*wstódrdgdy ; zatem ciężar nieskończenie małej 
bryłki wyraża się przez от wstódrdgdy. Ztych różniczek przechodzi 
się bez żadnej trudności do czterech wiadomych formuł. 

123. Dla ułatwienia całkowań używa się czasem spółrzędnych 
napół-biegunowych, biorąc tylko na płasczyznie «wy spółrzędne 
biegunowe. W tym przypadku tak rozkładamy daną objętość na 
części nieskończenie małe : opisujemy na powierzchni walec równo- 
legły do osi OZ, i uważamy jego ślad na płasczyznie zy; przez ОЎ 
prowadzimy ciąg płasczyzn nieskończenie blizkich jedna drugiej, 
i potem wyobrażamy nieskończoną liczbę powierzchni walcowych, 
mających za spólną oś linię rzędnych ОЎ, a za podstawy koła spół- 
środkowe których promienie zmieniają się stopniami nieskończe- 
nie małemi. Tym sposobem, powierzchnia zawarta śladem walca 
na płasczyznie zy zostaje podzielona na trapezy kołowe których 
miarą jest rdrdd, jakośmy to już widzieli (101); każdemu z tych 
trapezów odpowieda cząstka graniastonna objętości, nieskończenie 
szczupła, mająca wysokość z, i której miarą jest zrdrdy. 

Więc, uważając że «u=rdosg, y=rwsty, i nazywając p 
ciężar gatunkowy ciała, mamy do wyznaczenia środka ciężkości 
następujące formuły : 


р =| | рата, Ра = | Jer dosy dr dy, 


Ру = | | ра dr dy, Ра<=» J J рап, 
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W przypadku dość ogólnym, gdy objętość danego ciała mieści 
się między dwiema powierzchniami położonemi odpowiednio jedna 
nad drugą, formuły do wyznaczenia środka ciężkości są 


P zk: p(z — z,)rdrdky, Р, ryj J plz — z9)*dosy drdy, 


Ру; =| fes — 20)72 УЗ тар, Ра, = J Je? — %)rdrdhy. 


W całkowaniu tych i poprzednich formuł trzeba wyrazić p, 2 i zo 
w funkcyi spółrzędnych r i 6. 

124. Jakiekolwiek są spółrzędne, i jakimkolwiek sposobem po- 
dzielono objętość danego ciała na cząstki nieskończenie małe, 
oznaczające przez dv objętość cząstki składowej, przez p jej gęstość, 

przez M całą massę ciała, będziemy mieli formuły ogólne na- 
stępujące 


Бү ыры 
My, = i [ i Гот, Ма, == J > i J "ый. 


Jeśli ciało jest jednorodne, р jest ilością stałą; wtedy, M = Ур, 
i powyższe formuły staja się 


у Rb f fh, Мр [J few 
КТ =f | [ Ма 3 nE Е 


125. Środek ciężkości powierzchni na których przypuszczono 
rozpostartą skoncentrowaną massę, wyznacza się za pomocą spół- 
rzędnych prostolinijnych albo biegunowych. 

Daliśmy już formuły w funkcyi spółrzędnych prostolinijnych dla 
powierzchni jednorodnych; dość więc tylko wprowadzić do nich 
czynnik p. 
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Aby otrzymać formuły w funkcyi spółrzędnych biegunowych, 

trzeba, wprowadzające czynnik р, pomnożyć wartość r*wst0d6dy, 

nieskończenie małej cząstki powierzchnej, przez odpowiedające 
spółrzędne jej środka ciężkości, i wskazać całkowania. Со daje 


М = f J pr? wstð йй, Ма, = Í ji pr” wst*6 dost d6 dy, 


мл | 


f pr” wst?8 wsty dady, Mz, = f J pr? wst dosb dady. 


r jest ogólnie funkcyą ik 8 i , agraniee całkowania te 
same co dla objętości. š 


Nakoniec, jeśli chcemy znaleźć formuły w funkcyi spółrzędnych 
napół-biegunowych, trzeba uważać że każdemu trapezowi koło- 
wemu rdrdy odpowieda nieskończenie mała cząstka powierzchna, 


. А p rdrdy dak dy AR 
która się wyraża przez dosť a jej massa przez p. 777748 Więc 
szukane formuły są 

үп: rdrdy ff r*dosydrdy 

N=[ fe dos? | М, = ask a 


"PP re wstydrdy уло * zrdrdy 
му | | da zawala =f J e dog” 


W ostatniej formule, z powinno być wyrażone w funkeyi spół- 
rzędnych r i 4. 


Weźmy teraz na zastosowanie kilka przykładów które lepiej 
wyjaśnia wyłożoną teoryę. 


126. Znaleźć środek cięzkości WYCINKA SFERYCZNEGO w którym ciężar 
gatunkowy р jest funkcya samego promienia wodzącego т. 


Biorąc oś symetryi wycinka za oś rzędnych a środek sfery za 
początek spółrzędnych, i całkując względem 6 i $ które są nieza- 
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leżne od r, mamy : 


*R 
М = 2x(dos0, — doso) f ра", 
0 


*R 
Mz, = m(dos29, — 1080) l pdr; 
U 


zkąd 


PR 
(dos 0 -+ 1050) Й рт” 
/ ыч» 0 


duch SYB= Ж о = 
2f pr?dr 
0 


Aby wykonać całkowania, trzeba znać naprzód funkcyę р. Jeśli р 


jest ilością stałą, będzie 
ži =i (4050, + dos0)R ; 


wynik już wiadomy. 


127. Srodek ciężkości KLINA SFERYCZNEGO. Klinem sferycznym na- 
zywa się część sfery zawarta między dwoma półkolami wielkiemi 
i wrzecieniem sferycznem : jego środek ciężkości jest na przecięciu 
się dwóch płasczyzn prostokątnych symetryi. Biorąc krawędź klina 
za oś rzędnych, jedną ze ścian za płasczyznę ze, i ożnaczając 


przez © kąt klina, będzie 


1 © эс ` 
у= 3 Re | a f wst0d8 5 C.R*, 
0 0 3 


POP. 1 
VAT => ge к dy J wst29 105070 == g rk: wst, 
0 0 


Кай 


3 wstQ 
— r R 
ję RR 


І = 
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Та warlość wyraża, na linii przecięcia jednej ściany klina z płas- 

czyzną symetryi prostopadłą: do krawędzi, odległość rzutu jego 
środka ciężkości od tej krawędzi. 5 


128. Srodek ciężkości WRZECIENIA SFERYCZNEGO mającego kat С. 
Rozumując jako wyżej, i nazywając 5 powierzchnię wrzecienia, 
znajdujemy 


з= | 


c = 
d | wst Odo = 2C.R?, 
./0 
«е r / 
Si == В j’ dos ydy jl wst? ad=; rR* wst C, 


więc 


129. Jest dany stożek prosty mający za wysokość rzędnę 0S=4, 
i za podstawę koło promienia OA=a; na tym promieniu jako 


średnicy, na płasczyznie zy, nakreślono koło i na niem wysta- 
wiono walec prosty, Znałeźć środek ciężkości części walca zamkniętej 
powierzchnią stożka. 
Ten środek ciężkości znajduje się na płasczyznie symetryi zæ; 
dość więc będzie wyznaczyć spółrzędne 2, zy. 
MECHANIKA. 5 11 
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Posługując się spółrzędnemi na pół-biegunowemi, і uważając że 


p 
= > Кай z= 2 (a— r), otrzymujemy 


PN ON?’ 
aa dost z 
= f afi (a—=r)rdr== aha | — са 
vados Y + 
„ [° /dos* dos*y 
а f dos w f Gerds ма f ( a z) dy, 
aa dos Y т 1 
U 05 21 D 3, 4)! 
үз, = [ af (опи | Е эф Adasi} | dos "Je. 
0 2 3 [Д 
Owoż, 


3 г s 
р dosżydy =[ ero chy == ig 5 
0 0 2 Ц 


үк овер — 2 r dosywstżydy = 


5 ы 


5 SPI Д эт 
1, dosiydy = т J, dostydy = 16? 


tei zi 


з 8 
[ dosd = + = | dossydy = 27. 
+ 3/0 15 
Więc, podstawiając te wartości i dokończając rachunków, znaj- 
dujemy ostatecznie 


үк Ба 289 > А99 — 256 


710° «бу — 16? КСЭ! оэ 
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Wyznaczyć środek ciężkości powierzchni półsferza, w której gęstość 
każdego punktu jest proporcyonalna do jego odległości od podstawy. 


Biorąc oś symetryi półsferza za oś rzędnych, nazywając M massę 
półsferza, i wyrażając przez kz gęstość jego punktów, шашу 


*zrdrdy r.__„f Гататау 
w= | A, ма =e |, 


Оо? 
p2 Rer, 
(R A тот 
zatem 
297 эң 
M == in | а | rdr = т, 
0 0 
Mz, = юш [^а f dy "(RR —› ЕП Tar = зе. 
Więc 


c | Ko 
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WIELOKĄT SZNURKOWY 1 ŁANGUSZKOWA. 


RÓWNOWAGA WI ELOKĄTA SZNURKOWEGO. 


131, Nazywa się wielokatem  sznurkowym układ punktów 
А, B, С, D,....F połączonych między sobą sznurkami nierozcią- 
galnemi. Skrajności A i F ва zazwyczaj punktami niezmiennemi, 


i$ 8! N 
À | £ 
\ (e NK 18 
m | | pl OW 
\ [e | > 
ZN p м—12—-—0 
4 D ГҮЯ | 14 / 
N r i A PA mów 
c e jęz 0 R \ 
Р Р, p” БА s” 
p” 
p pr w 


na których wielokąt sznurkowy jest zawieszony ; ale, jeśli nie są usta- 
lone, wtedy, dla utrzymania wielokąta w równowadze, trzeba przy- 
łożyć do punktów A i F dwie siły w kierunkach BA i EF dwóch 
sznurków skrajnych. Wierzchołki В, С, D.... katów wielokąta są 
węzłami do których są przyłożone siły jakiekolwiek Р, Р”, P”...., 
działające za pośrednictwem sznurków przywiązanych w tych punk- 
tach. A ponieważ siły przyłożone do jednego punktu składają się 
w jedną wynikowę, niema potrzeby przypuszczać, w jednym wierz- 
chołku wielokąta sznurkowego, więcej niż trzy sznurki, jeden dla 
siły dwa dla dwóch tężności. 


Mając dany taki wielokąt, aby wiedzieć pod jakiemi warunkami 
jego równowaga istnieje, uważajmy najpierwej że, w stanie równo- 
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wagi, każdy sznurek pośredni, jako GD, jest ciągnięty przez dwie 
siły równe i wprost przeciwne, które można przypuścić przyłożone 
w jego skrajnościach С, D, na mocy założenia nierózciągalności 
sznurków. Pojmuje się łatwo działanie tych dwóch sił następującym 
sposobem. Gdyby przecięto sznurek CD w punkcie I, równowaga 
byłaby zerwana, i wierzchołki С, D wzięłyby ruch, każdy z nich 
pod działaniem pewnej siły. Owoż, dwie siły są zniszczone w punk- 
cie I przez ten sam opór sznurka łączącego wierzchołki Œ i D; 
więc one sa równe i wprost przeciwne, i działają w kierunku 
sznurka GD. Każda z tych dwóch sił stanowi to co nazwano źęźnoś- 
cia sznurka. 


Widzimy teraz łatwo że, dla równowagi wielokąta sznurkowego, 
każdy jego wierzchołek powinien być osobno w równowadze pod 
działaniem sił i tężności które na niego wpływwywierają. Więc, 
` oznaczające przez 5 i © siły przyłożone do skrajności A i Е, w kie- 
runkach ВА i EF sznurków skrajnych, a przez Ty, Т», Тз,... tężności 
sznurków pośrednich ВС, CD,....; przez а, b, c i a, W, с; 
ау, bi, Cis йо, bz, С... a, By, о!, В. y,.... katy jakie siły S i S, 
tężności Ty, Ta,...., w wierzchołkach В, G,... i siły Р, P/, Р”... 
czynią z trzema osiami prostokątnemi, będziemy mieli równania : 


w wierzchołku B 
5 dos a + Р dosa + Ti dosa, = 0, 
(B) S dosb -+ Р 056 -+ T: dos bi = 0, 


5 dosc -+ P dos у + Т, dos ci = 0; 


w wierzchołku C 


— Т, dos a, + P'dosa' + Т» dosa = 0, 
(С) — T; dos b -+ P’ dos 8' -+ To dos b = 0, 
— Tı dosc, -+ P йоз у -+ Т dos» = 0; 


tak samo w wierzchołku D; ete. Jeśli dodamy te wszystkie równa- 
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nia, wyrugujemy niewiadome tężności sznurków pośrednich, i znaj- 
dziemy 


5 dosa + Р dosa + Р’ dosa! HP” dosa” +... -+ S dosa! ==0, 
(1) 5 1050 -+ Р 0086 + P'dos$' -+ Р” 4056" -+ .... -+S dos b! =0, 


5 dose -|- Р dosy + P' dosy! + р” dos у -- .... -- S 005 == 0. 


Te równania wyrażają że trzeba, dla równowagi wielokąta sznur- 
kowego, żeby wszystkie siły zewnętrzne S, S/, Р, Р'/.... przyłożone 
w jego wierzchołkach, przeniesione równolegle do siebie samych 
do jakiegokolwiek punktu przestrzeni, czyniły sobie równowagę. 


Nawzajem, jeśli siły zewnętrzne zadość czynią temu warunkowi, 
można zawsze znaleźć figurę równowagi wielokąta sznarkowego 
mającego dane boki; byle te boki były nierozciągalne, jako założono. 


Jakoż, dajmy pierwszemu bokowi AB wielokąta kiernuek siły 
skrajnej 5, i skierujmy potem drugi bok ВС w stronę przeciwną 
wynikowej Т, sił S, Р; poczem, umieśćmy następujący bok GD 
w kierunku przeciwnym wynikowej Т» sił Ty iP/, albo со wycho- 
dzi na jedno, wynikowej sił S, Р, P’ przeniesionych równolegle 
do siebie samych do punktu С, Postępujmy tak dalej aż do osta- 
tniego wierzchołka Е, w którym postawmy ostatni bok EF, w kie- 
runku przeciwnym wynikowej sił Tą i Р” to jest wynikowej 
sił S, P, Р, P” przeniesionych równolegle do siebie samych do 
punktu К. Wedle tej budowy, i па mocy równań (1), ostatni bok EF 
będzie miał kierunek danej siły S’. A ponieważ z założenia wszys- 
tkie siły zewnętrzne S, S/, P, Р”, P”...., przeniesione równolegle 
do siebie samych do punktu E, czynią sobie około niego równowagę, 
albo co to samo, ponieważ w każdym wierzchołku siły i tężności 
niszczą się nawzajem, wszystkie wierzchołki wielokąta sznurko- 
wego uważane osobno są w równowadze. Więc cały wielokąt pod 
działaniem sił danych zostaje w równowadze. 


To wszystko, niezależne od wielkości i od liczby boków, jest 
prawdziwe w wielokącie sznurkowym którego boki stają się nieskoń- 


WIŁLOKAT SZNURKOWY I ŁAŃCUSZKOWA 167 
czenie małemi ; a więc stosuje się do linii krzywej która jest gra- 
nicą wielokąta. 

Powyższa budowa wielokąta sznurkowego, w równowadze pod 
siłami danenn, jasno pokazuje że tężność każdego boku (sznurka) 
jest wynikową wszystkich sił zewnętrznych, działających z jednej 
strony tego boku i przeniesionych równolegle do siebie samych do 
jednego z jego punktów. 

Można jeszcze, za pomocą powyższej budowy, znaleźć spółrzędne 
wierzchołków wielokąta względem trzech osi prostokątnych jakich- 
kolwiek, przechodzących przez punkt skrajny A. Jakoż, znając 
wielkość i kierunek pierwszego boku AB, mamy zaraz spółrzędne 
wierzchołka В, rzutująac bok AB па te trzy osie. Poczem, znając 
także wielkość boku ВО, i wiedząc że ma kierunek wynikowej 
sił S i P, do trzech rzutów boku AB dołączamy rzuty boku ВС; 
tym sposobem otrzymujemy spółrzędne wierzchołka C. I tak dalej 
postępując, znajdziemy spółrzędne wierzchołków następujących 
р, E,... 


132. Nietrudno otrzymać wprost równania równowagi wielokąta 
sznurkowego, sposobem równie prostym jak ogólnym, kióry sta- 
nowi ważną zasadę w Mechanice. Ta zasada polega na następującej 
oczywistej prawdzie : Gdy układ jakichkolwiek punktów jest w rú- 
wnowadze, nie narusza się w niczem tej równowagi przypuszczając 
że układ stał się bryłowym niezmiennym. Owóż, przypuszczając że wie 
lokat sznurkowy w równowadze stał się bryłowym niezmiennym, 
widzimy zaraz że, dla istnienia jego równowagi, siły wprost przyło- 
żone powinny być takie, żeby przeniesione równolegle do siebie sa- 
mych,do jakiegokolwiek punktu przestrzeni, czyniły sobie w nim ró- 
wnowagę. Со daje natychmiast trzy równania równowagi, któreśmy 
wyżej znaleźli. 


Aby teraz wyznaczyć tężność Ty sznurka GD, na przykład, wyo- 
braźmy sobie że odcięto część DEF wielokąta sznurkowego a zosta- 
wiono część ABOD, Równowaga zostającej części nie będzie zepsuta, 
jeśli przyłożono do punktu D siłę T, w kierunku GD; zatem, po- 
nieważ siły S, P, i Т» są w równowadze, siła Т», czyli tężność 
sznurka GD od С ku Р, jest równa i wprost przeciwna wynikowej 
sit 5, P, Р”. Wiec ogólnie, tężność jednego sznurka jest wynikową 
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wszystkich sił zewnętrzych, znajdujących się z jednej jego strony, 
i przeniesionych równolegle do siebie samych, do jakiegokolwiek 
punktu tego sznurka. 


133. Uwaca. Możnaby się tu zapytać со się staje z drugim ogólnym 
warunkiem równowagi, albo wyraźniej, czem tu są summy alge- 
bryczne momentów sił względem każdej z trzech osi spółrzędnych ? 
Те summy momentów sił są zero, na mocy równań (В), (С)... 
równowagi w każdym wierzchołku wielokąta sznurkowego. Jakoż, 
biorąc trzy osie spółrzędne prostokątne, oznaczmy przez £i, у, 21, 
Lay узу 29... Ens Yny Zn Spółrzędne wierzchołków В, C,.... Е; poczem, 
aby otrzymać summę momentów sił względem osi ОХ, wyrażoną 
p rzez(Zy — Үз), pomnóżmy przez y, trzecie równanie (B).a przez 
— 4, drugie, i dodajmy, będzie 


S(ydose — 2,005) + P(y,dosy — 2,0053) 4 Ty(y,dosc, — zędosb,) =0. 


Mnożąc podobnie przez yi — z równania (C), i dodając, mamy 


— Ty(ysdosc, —- 0050) -- P'(yadosy” — zados6”) 
ia Tę(yad OSC — 2105/5) =D 


Teraz uważajmy że summa 


Т(у, dosc, — 2, йоз б) — Т(у dosc, — z> dos Dy) 
= Т, f (yi — ya)dosc, — (zı — zs) dos b, | =0; 
albowiem równania boku BC 


"= р уа _2—4 
= = => 
dosa, 1080, 7 dose, 
dają 


Warm W з Ys ә 201—9, 


dosa, /, dosły (оѕе * 
Кай 


(у, — ydos с, — (zę — 25) 080, = 0. 
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Więc 


S(y, dosc — 2,0050) + P(y, dosy — 2,1053 ) + Ру» dosy! — zz dosp’) 
-+ Т(у dos (2 — т» dos b) = 0. 


То dowodzi że dodając wszystkie równania (В), (С), (D),..., przy- 
zwoicie pomnożone, znajdziemy ostateczne równanie 


Б(у dosc — z, 0050) +- £P(ydosy — 2002) -- S/(yrdosc! — z,dosł”) =0 


‚ które wyraża że summa momentów sił zewnętrznych, względem 
osi ОХ, jest zero. Tak samo względem dwóch innych osi spół- 
rzędnych. 


134, Gdy figura wielokąta sznurkowego w równowadze jest wia- 
doma, wtedy łatwo otrzymać stosunek dwóch sił albo tężności 
jakichkolwiek. Jakoż, każdy wierzchołek wielokąta jest osobno 
w równowadze pod działaniem tężności i sił do niego przyłożonych; 
a że te siły i tężności, będąc w liczbie trzech, muszą leżeć na jednej 
płasczyznie, więc mamy : 


w wierzchołku B 


5 эх! Р 90 т, 
wstCBP  wstABC " wstABP” 


w wierzchołku С 


T, P т, 


wst DOP © wstRGD ~ wst BCP, 


i tak dalej. Z tych proporcyj wywodzi się odrazu stosunek dwóch 
sił albo tężności. 


135. Wielokat VARIGNON-A. Warunki równowagi wielokąta sznur- 
kowego i tężności jego boków wyrażają się geometrycznie za po- 
mocą wykreślenia które podał VARIGNoN. Przez jakikolwiek punkt O 
przestrzeni (druga fig. powyż.) poprowadźmy prostę ON, któraby 
przedstawiała wielkość i kierunek siły S; a przez punkt N prostę 
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NN, która przedstawia wielkość i kierunek siły Р. Linia N,0, zamy- 
kająca trójkąt ONN, przedstawi tężność Т, boku ВС i jego kieru- 
nek. Jeśli teraz, przez punkt №, poprowadzimy prostę №№ któraby 
przedstawiała siłę P’ co do wielkości i kierunku, i połączymy №0, 
linia №0 będzie wyrażała tężność Т» boku Ср i jego kierunek. 
Podobnie postępując, dojdziemy do prostej №№, która przedstawia 
wielkość i kierunek ostatniej siły Р”, i linia №0 będzie wyrażała 
tężność ostatniego boku EF i jego kierunek, to jest będzie przed- 
stawiała natężenie i kierunek siły 5”. Owoż, tak działając wykreśli- 
liśmy wielokąt sił zewnętrznych; trzeba więc dla równowagi żeby 
ten wielokąt był zamknięty. Sprawdza się tym sposobem ustawa 
na mocy której do równań równowagi powinny wchodzić same 
jedne siły zewnętrzne, jakakolwiek jest natura układu poddanego 
ich działaniu. Taki jest pierwszy, konieczny warunek równowagi 
wielokąta sznurkowego. Drugim jest, żeby boki tego wielokąta 
były równoległe do przekątnych NO, Х,0,... Nakoniec trzecim 
warunkiem, żeby każdy bok mógł wytrzymać odpowiedną tężność 
którą te przekatne przedstawiają. i 


136. Jeśli punkta skrajne A i F wielokąta są stałe, siły 5 і S 
nie są już dane, ale wyrażają, wzięte w kierunku przeciwnym, 
parcia jakie te punkta wytrzymują. Znając wielkość i kierunek 
sił P, P’, P”,... można wyznaczyć oba parcia z wielkości i kierunku. 
Jokoż, biorąc punkt A za początek spółrzędnych, i wyrachowawszy 
rzuty całego wielokąta na trzech osiach prostokątnych, zrówna się 
je do odpowiedających spółrzędnych wierzchołka F które są wia- 
dome; co dostarczy trzech równań. Nadto, są trzy równania równo- 
wagi (1) i dwa równania posiłkowe 


dos?a -+ dos?ġ + дозе = 1,  dos*a' -+ 10520 -+ dos?e” =1. 


To wszystko razem czyni osiem równań dostatecznych do wyzna- 
czenia ośmiu niewiadomych $, 5, а, b, е, а, W, е. 

Znając figurę wielokąta sznarkowego w równowadze, otrzymuje 
się łatwo parcia w punktach skrajnych A i F przez proporcye 
któreśmy wyżej wskazali. 


137. Gdy kierunki sznurków skrajnych AB, EF spotykają się 
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w pewnym punkcie O, siły 5 i S таја wynikowę, a temsamem 
siły Р, P, Р”, P”, mają wynikowę równą i przeciwną; więc, jeśli 
wielokąt jest w równowadze i ma obie skrajności A, F ustalone, 
wyznaczy się parcie które każda z tych skrajności wytrzymuje, 
przenosząc dane siły, równoległe do nich samych, do punktu 0, 
i rozkładając ich wynikowę na dwie siły skierowane wedle sznur- 
ków skrajnych. 


138. Przypuśćmy teraz że jeden z wierzchołków wielokąta, na 
przykład C, jest, nie węzłem jako dotąd, ale kółkiem ruchomem 
przez które przesuwa się sznurek. Ta okoliczność wymaga nowego 
warunku równowagi. Jakoż, niech będzie siła Р” przyłożona do 
kółka С, i cały wielokąt w równowadze. Istniejąca równowaga 
nie zepsuje się, jeśli ustalimy wierzchołki B iD; ale, w tem zało- 
żeniu, punkt С może się poruszać tylko na powierzchni ellipsoidy 
obrotowej, mającej za ogniska punkta В i D a za wielka oś linię 
ВС. СП. Trzeba więc dla równowagi żeby siła Ру, działająca na 
punkt С, była normalną do ellipsoidy, i parła punkt С do jej po- 
wierzchni wewnętrznej. Owoż, płasczyzna styczna do powierzchni 
obrotowej jest prostopadła do płasezyzny południkowej, przecho- 
dzącej przez punkt zetknięcia, i zawiera stycznę do południka i sty- 
сапе do równoleżnika ; więc siła P" jest normalna do ellipsy połu- 
dnikowej przechodzącej przez punkt б; zatem dzieli kat BCD = С 
na dwie równe części. н 

Ztąd wynika że tężności dwóch sznurków ВС i GD, przytykających 
do kółka G, powinny być równe ; co daje 


mam драй 
l; = Т; SHE mó w, 
Gdyby wszystkie wierzchołki wielokata sznurkowego były kół- 


kami тасһотеті, tężności wszystkich sznurków byłyby równe; 
coby dało 


Al -2W ko ЭЦ Вай ада, 
dos B 0085 С dos>D 
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Więc, w tym przypadku, trzeba żeby siły P, Р”... były propor- 
cyonalne do dostaw połowy odpowiednych katów wielokąta. 


Jeśli kółko © jest nieruchome a tylko sznurek może się wolno 
przez nie przesuwać; wtedy, dla równowagi w punkcie С, trzeba 
oczywiście i dość jest żeby tężności Ty i Ty były równe. 


- 139. Wielokąt sznurkowy jest płaski, gdy wszystkie siły zewnętrz- 
ne S, S, P, P... są równoległe do jednej płasczyzny, którą nazwie- 
my MN. Jakoż, w tem założeniu płasczyzna ABP jest równoległa 
do płasczyzny MN; a że sznurek BG leży na płasczyznie ABP, 
więc jest równoległy do płasczyzny MN. Dowiedzie się następnie 
że sznurek GD, leżący na płasczyznie ВСР”, równoległej do płasczy- 
жу MN, jest równoległy do tej ostatniej ; i tak dalej. Więc wielo- 
kat ABCDEF, mający wszystkie boki równoległe do płasczyzny MN, 
znajduje się cały na płasczyznie równoległej do MN. Biorąc płas- 
czyznę wielokąta za płasczyznę ту, warunki równowagi wyrażają 
się przez dwa równania, odniesione do dwóch osi prostokątnych, 


8 доѕа -+ P dosa -|- P'dosa' +- ... -+ S' dos a’ = 0 


5 wsta -- P wsta + P' wsta' |... -+ S' wsta! = 0. 


110. Tężności wszystkich boków łatwo się wyznaczają, gdy siły 
pośrednie P, Р’, P”..., przedstawiają ciężary, a punkta skrajne А, F 


p” 


, | jr" 


są stałe. Jakoż, wielokąt sznurkowy, zawieszony w punktach A i F, 
jest oczywiście cały na płasczyznie pionowej która przez nie prze- 
chodzi; jeśli więc obierzemy na tej płasczyznie dwie osie prosto- 
kątne, poziomą i pionową, będziemy mieli dwa proste równania 


~ 
c 
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równowagi 


Sdosa + S'dosa = 0, 
Ў wsta + Srwsta! =P + р + p” gu z 


które dają tężności 8, $ sznurków skrajnych AB, KF. 


Со do tężności Т,, Т»... sznurków pośrednich ; ponieważ w każ- 
dym wierzchołku wielokąta powinna być równowaga między 
przyłożonym ciężarem i tężnościami dwóch boków przytykających, 
mamy: 


w wierzchołku B 
5 dosa + Т, dose, = 0 
S wsta + T, wsta, =P; 
w wierzchołku С 
— T, dosa, + Ta dosa = 0 
— Т, wsta, + Tawsta =P"; 
itak dalej, aż do ostatniego wierzchołka E. Te równania dają tężno- 


ści Тї, Ta,... w funkcyi juź wiadomej tężności 5. 


Ztąd wynika ciąg równań 
— Sdosa = Т, dosa, = Т, dosm ==... 


które dowodzą że składowe poziome tężności wszystkich sznurków 
są równe. 


111. Uwaga. Gdy kilka sznurków utrzymują jeden punkt pod 
działaniem danej siły, aby znaleźć ich tężności, trzeba rozłożyć siłę 
równą i przeciwną danej na inne siły mające kierunki tych sznur- 
ków. Owoż, jeśli niema więcej niż trzy sznurki nieleżące na jednej 
płasczyznie, ten rozkład jest jedyny, i tężności są wyznaczone. Ale, 
jeśli liczba sznurków przechodzi trzy, zagadnienie jest niewyzna- 
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czone ; bo można oczywiście wieloma sposobami rozłożyć jedną 
siłę na kilka innych w kierunkach danych. Mieliśmy już przykład 
podobnego niewyznaczenia, gdyśmy szukali jakie parcie wywiera 
ciało na płasczyznę na której się opiera w więcej niź trzech punktach. 
W rzeczywistości jednak te parcia i tężności są wyznaczone ; albo- 
wiem punkta dotknięć płasczyzny materyalnej uginają się, a ka- 
żdy sznurek mniej więcej się wydłuża. 

Doświadczenie pokazało że, dopóki tężność sznurka, nici me- 
tallicznej, albo sztaby, nie jest blizko ich zerwania się, wydłużenie 
jest proporcyonalne do długości, i do ciężatu zawieszonego па jed- 
nej skrajności, a odwrotnie proporcyonalne do powierzchni przecięcia 
normalnego. W takim stanie, nazywając / długość pierwotną, / 
wydłużenie, p ciężar zawieszony, є powierzchnię przecięcia nor- 
malnego, a spółczynnik stateczny zależacy od natury i od kształtu 
sznurka albo sztaby, będzie 


MOSTY WISZĄCE, 


142. Teorya wielokąta sznurkowego służy do wyznaczenia kształtu 
łańcuchów które utrzymują most wiszący. Те łańcuchy powinny 
być wielokątami płaskieini. W budowie takiego mostu, zwykłym 


Г Аһ 
А 
| Л i 
m 1р К 
Й Оой 
0 Аз. 5—7 wa ią lx 
AG ЕРЕ К kB X 


warunkiem jest żeby sztaby, łączące wierzchołki wielokąta łańcu- 
chowego z pomostem, były równo od siebie oddalone, a głównym 
żeby te sztaby wytrzymywały równe tężności, to jest żeby każda 
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„nich ponosiła równą część całego ciężaru mostu. Zazwyczaj w mos- 
tach wiszących jest jeden bok poziomy AA; wytrzymujący tęż- 
ność Q. Biorąc skrajność A, tego boku za początek spółrzędnych, 
jego kierunek A,X za oś odciętych i prostopadłę AY za oś rzęd- 
nych, uważajmy jedną część АА.А»...А, łańcucha; i oznaczmy 
przez a4, 04,... katy boków А.А, А»А;,... z poziomą AX, przez А 
rzut poziomy spólny wszystkim bokom, przez p ciężar przyłożony 
do każdego wierzchołka. 


Wiemy już że składowe poziome tężności wszystkich boków są 
równe ; co daje 


"Т дова, = Q = Т dose ==... 


Ponieważ każdy wierzchołek wielokąta zostaje w równowadze 
pod ciężarem p i dwiema tężnościami boków przytykających, skła- 
dowe pionowe tych tężności są : 

T, wsta, = р, 

Ty wst а› о Тузу а, + p = 2р, 

‚ T; wsta; = Т» wst -+ p = 3p. 
Więc ogólnie 
T; dosa; = Q, 
T; wsta; = ip; 
Кай 

sty а; = e . | 


Zatem tężność T; wyraża się przez formułę 


йк 4 = VEF E, \ 
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która pokazuje że tężność każdego boku jest proporeyonalna do 

siecznej jego nachylenia na poziom, i zwiększa się ze wskazem 7. 
To ustaliwszy, nietrudno znaleźć rzędne ун, Ya уз». wierzchoł- 

ków wielokąta. Jakoż, mamy zaraz 


ji == үн Е s 


= nt histy = P „Р = PU +2), 


Ys = Y2 4 hsya= Eu yegan wg hp 41 +943); 


więc ogólnie 


Ale ilość Q jeszcze niewiadoma; aby ją wyznaczyć, zastosujmy 
ostatnią formułę do rzędnej skrajnej yn, której wartość k jest 
naprzód dana ; będzie 


ztąd 


n(n +1 К 
2k 


To dowodzi że tężność Q boku poziomego jest proporcyonalna 
do ciężaru p i do przedziału h, a odwrolnie proporcyonalna do 
rzędnej skrajnej /. 

Jeśli teraz wyrugujemy ilość Q z wartości уг, będziemy mieli 
spółrzędne wierzchołka wskazu 2, 


ал =й. 


WIELOKĄ'T SZNURKOWY 1 ŁAŃGUSZKOWA. 177 

Znając spółrzędne dwóch wierzchołków po sobie idących, łatwo się 

otrzymuje długość odpowiedającego boku. I tak, oznaczając przez l; 
długość boku AsA,,,, mamy 


li =y (Zisi — zi)? (у, = yi) =y e4] + йр” TG ei 


Nakoniec, szukajmy linii krzywej na której leżą wszystkie wierz- 
chołki wielokąta łańcuchowego. Jeśli nazwiemy «w, у spółrzędne 
wierzchołka A;, będzie 


ZE 10, 


APP 1)&. 
nnti 


rugując ¿ między temi dwoma równaniami, otrzymujemy równanie 


уш к(а? + ha) 
n(n 1)? 


które przedstawia parabolę 


UwaGa. Ciężar łańcucha i sztab, któryśmy zaniedbali, zwiększa- 
јас się z rozmiarami mostu, zmienia jednostajny rozkład parcia 
i wpływa na figurę łańcucha. Ztąd wynika że gdyby wyrachowano 
łańcuch i sztaby dla kształtu ściśle parabolicznego, równowaga by- 
łaby niemożebna ; bo różne części mostu nie wytrzymałyby parcia 
do którego nie były przeznaczone. Powyższa teorya stosuje się więc 
tylko 2 przybliżeniem, praktycznie wyrachowanem, do mostów 
wiszących. 


RÓWNOWAGA NICI GIETKTEJ NIEROZGIĄGALNIJ. 


143. Będziemy teraz szukali warunków równowagi nici giętkiej 
i nierozciągalnej, zawieszonej w obydwóch skrajnościach A, В, 
której wszystkie punkta są pod działaniem sił jakichkolwiek. Jeśli 
oznaczymy przez „ massę jednego z tych punktów, i przez P siłę 
odniesioną do jedności massy, siła przyłożona do tego punktu wy- 
razi się przez „Р. 
MECHANIKA. 12 
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Niech będzie łuk MM = As nici AB w równowadze. Oczywiście 
obie części AM i BM wywierają na siebie działania równe i prze- 


rj В 
r 
| i le эй m7 
A 
A) 
@ 4 p; 
| ra т LB 
МЕЗЕ үт = X 


ciwne w punkcie M; i tak samo części AM, BM’ działają wzaje- 
mnie na siebie w punkcie M. Gdyby więc przecięto nić w punk- 
cie M, równowaga byłaby zerwana, aleby ją utrzymano przykładając 
do tego punktu przyzwoitą siłę, która się nazywa żężnościa nici 
w punkcie M. Uważając nić AB jako granicę wielokąta sznurkowego, 
łatwo się pojmuje że łuk MM’ jest nietylko poddany siłom zewnętrz- 
путур, ale jeszcze podległy dwom tężnościom Т i Т", które działają 
w jego skrajnościach М, М’ wedle stycznych do nici, i w kie- 
runkach przeciwnych. Żeby jednak nie zostawić wątpliwości, daj- 
my dowodzenie podług Srunwa (*) że tężność Т w punkcie M jest 
styczną do linii utworzonej przez nić. 

Przypuszczając nić AMB w równowadze, wyobraźmy sobie że 
łuk MM’ stał się bryłowym, i przymocujmy punkt M; przez co 
nie naruszymy w niczem istniejącej równowagi. Ale, w tym stanie, 
wedle warunków równowagi układu bryłowego mającego punkt 
stały, dwojany pochodzące z przeniesienia, do punktu M, siły T 
i sił „P działających na punkta łuku MM, powinny się niszczyć 
między sobą. A ponieważ siły „Р nie są koniecznie na jednej pfas- 
czyznie, widzimy zaraz że moment dwojanu (Т, — Т) jest mniejszy 
od summy momentów dwojanów (pP, — P), albo najwięcej równy. 
Owóż, moment dwojanu (T, — Т) równa się Т. MM wst (Т, MW); 
a zaś moment dwojanu (pP, — pP), oczywiście mniejszy od рр. №, 
jest tembardziej mniejszy od „P.MM, byle tylko łuk As był do- 
statecznie mały; w tem zawsze możebnem założeniu, summa momen- 
tów dwojanów, które pochodzą z przeniesienia sił „P do punktu M, 


(*) Zobacz Cours de Mócanigue de VEHcole polytechnique par STURM. 
Paris, 1861. 
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jest mniejsza od MM .zuP. Mamy więc 


T. MM wst (T, MM) < MM'zub, 
zkąd 
J 
wst(T, ММ) < 207, 
Nazwijmy e wieloczyn, największy możebny jaki się otrzymuje 
mnożąc przecięcia normalne łuku MM’ przez odpowiedającą gęstość 
punktów od M do M, iniech wtedy P, znaczy największą war- 
tość siły P; będzie tem bardziej 


Pieds 


wst (T, ММ) < — 


A że tężność T jest ilością skończoną, ztąd wnosimy że 
gr. wst(T, MM) = 0. 


W tej granicy cięciwa MM’ staje się styczną do linii jaką nić 
tworzy w punkcie M; więc tężność T ma kierunek stycznej do 
nici w tym punkcie. 

To ustaliwszy, nietrudno znaleźć warunki równowagi nici. 
Biorąc trzy osie spółrzędnych prostokątne, oznaczmy przez 


Y] B? Z 
| ДУ 
| w/ 
А. 24 
3 EZ Pe 
ЖУТ \ 
* a NEA SE , 
/K x 
Z p 


M(x, у, 2), M(c--Ac, y + Ay, 2-- Аз) dwa punkta sąsiedńie 
w położeniu równowagi, i przypuśćmy że łuk MM’ stał się bryło- 
wym niezmiennym. Ponieważ tą przemianą nie psuje się równo- 
wagi jeśli przedtem istniała, trzeba więc żeby łuk MM, uważany 
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osobno był w równowadze pod działaniem wszystkich sił które na 
niego wplyw wywierają. Co wymaga żeby składowe tych sił, ró- 
wnoległe do trzech osi spółrzędnych, czyniły summy algebryczne 
zero, i żeby summy momentów sił były także zero względem każdej 
z trzech osi. Owoż, siły działające na łuk MM’ są najpierwej dwie 
Ti T', styczne w jego skrajnościach M, M do nici; 
przyłożone do wszystkich punktów od M 
dr т 47 dz 


do M. Tężność Т ma składowe — Т żę” Т5 Ри = тэ 


а tężność Т” składowe re F a(r A pe pi -|- Мт), 


tężności 
i potem siły kształtu nP, 


pk + a(r) składowe siły pP ва pX, рҮ, pZ. Więc, 
кым summę wszystkich składowych równoległych do osi «xw, 


otrzymujemy 
made 
—— х(„Х) = 0. 
лт ds.) + (ЫХ) 
Jeśli nazwiemy є wieloczyn z przecięcia normalnego łuku As 
w jednym z jego punktów przez gęstość tego punktu, ilość ‹ będzie 
wyrażała massę jedności długości nici, i oczywiście summa У(Х) 


będzie zawarta między największą i najmniejszą wartością wielo- 


czynu Xeás, jakkolwiek mały jest łuk As; ztąd wynika że gr © 


równa się wartości Xe odpowiedającej punktowi M. Zatem 
(тт, а) 
+ Хе =. 


Znajdujemy tym sposobem trzy równania równowagi 


/ \т T) ЛЖ е 0; 
u) dr) А adr 0, 


\ afr) 4-30 ак0: 
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Te trzy równania, konieczne dla równowagi nici, за zarazem 
dostateczne ; można albowiem sprawdzić że, jeśli siły działające na 
nić, łącznie z tężnościami S і S” w punktach skrajnych A i В, zadość 
im czynią, to czynią także zadość. sześciu zrównaniom ogólnym 
równowagi. 


Jakoż, zeałkójmy pierwsze równanie w granicach odpowiedających 
skrajnościom nici; oznaczając przez / długość nici, przez a, 0, с 
ia, b, с kąty jakie styczne MT i МТ do linii AMB w punk- 
tach A i B czynią z osiami spółrzędnych, otrzymamy 


1 
S dosa + S' dosa + f Xeds = 0 
0 


To równanie wyraża że summa algebryczna składowych równo- 
ległych do osi OX, wszystkich sił działających na nić, jest zero. 
Całkując dwa inne równania, otrzyma się dwie summy zero skła- 
dowych równoległych do osi ОҮ i OZ. 


Aby mieć równania momentów, pomnóżmy pierwsze z rów- 
nań (1) przez у a drugie przez =, i odciągnijmy, będzie 


„(та dz waż ч! 
(т az) ш (т T) + (a — Zyd = 0. 


albo 


d («т dy — yT zdj + (Yx — Xy)eds = 0, 


Zatem, całkując w granicach odpowiedających skrajnościom nici, 
mamy 


l 
S(x, dosh —y,dosa) -- $'(ж„йовУ — y,dosa')-- [бг — Xyjds = 0. 
Jo 


To równanie znaczy że summa momentów wszystkich sił działa- 
jacych na nić, względem osi GZ, jest zero. 
Otrzyma się tak samo dwa inne równania momentów. 
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rp 


144. Żeby znaleźć wartość tężności Т w punkcie M(x, у, z), 
wykonajmy wskazane różniczkowania w równaniach (1) ; będzie 
dx de 


+ ал -- Xsds=0 


f 


үөн рөн 
ү 


Pomnóżmy te równania odpowiednio przez 


dT 
r 4у Yęds =0 

dT A --Td Ж +- Үй = 0 

ре z + rd ЖЫ; Zeds = 0. 

dc dy dz 


ds” ds” "ds 
i dodajmy ; uważając że równanie 


a +4 = s da 


daje 
dz 49 dy „dy 
ds RA” sA AET E 
otrzymamy 
(3) dT + «(Хаг + Ydy + Zdz) = 0. 


Jeśli nić jest jednorodna w całej diugości, e będzie ilością sta- 
teczną; a ieśń nadto przypuścimy że summa Xde -|- Ydv +- Zdz 
jest różniczką dokładną funkcyi f(z, y, z) trzech spółrzędnyca 
2, и, 2, uwa/anych jako zmienne niezależne, wtedy, jakiekolwiek 
związki między temi trzema zmiennemi istnieć mogą, całsując znaj- 
dziemy 


т=з у, 2) + С. 


Dla innego punktu My(ty, Yo, Zo) będzie tak sama 


Ы 


To = f (£o, Yo, %) + С. 
Zatem 


T — To = f (£, у, 5) — flos Yo 50): 
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To dowodzi że przyrost tężności nici, od punktu M, do M, jest 
niezależny od jej figury, ponieważ nie zależy bynajmniej od punktów 
pośrednich między M, i M, ale tylko od wartości jakie funkcya 
fle, y, z) bierze w tych dwóch punktach. Wynik podobny do tego 
który zobaczymy w Dynamice pod nazwiskiem twierdzeniesi. ŻYWYCH. 
Widzimy tedy że, znając tężność nici w jednym jakimkolwiek 
punkcie My, można zaraz wyrachować jej tężność we wszystkich 
innych. 


115. Dajmy równaniu (3) następującą postać 


r Kde Ydy , Zdz 
dT -L Peds Еа +00)" 


Nawias wyraża dostawę kąta jaki siła Р czyni ze styczną do nici 
w punkcie M; więc, nazywając Ө ten kąt, mamy 


dT -- Pedsdos8 = 0. 
Pod tym kształtem równanie jasno pokazuje że, czy nić jest albo 


nie jest jednorodna, tężność T w dwóch tylko Разгар może 
być ilością stateczną. 


1° Gdy P=0; wtedy oczywiście nić, nie będąc pod działaniem 
żadnej siły, nie ma żadnej tężności. | 

2° Gdy 1050 0, to jest gdy siła Р jest normalna do nici we 
wszystkich jej punktach, wtedy 


dPEZOW као „VR SOG 
Wzajemnica oczywista. 


W przypadku stałej tężności, nietrudno wyznaczyć stosunek P:T. 
Jakoż, z równań (2), czyniąc w nich dT = 0, wyprowadzamy 


у + (г p (ш) mod, 


EO ; ds? 
Ale ilość w klamrach ma za miarę stosunek gi w którym R 


znaczy promień krzywizny nici w punkcie M; 
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więc 
тр 
NÓG Pe, 
Каа 
т 
DRE 
Re 


Jeśli teraz, w tych samych równaniach (2), podstawimy za 
Т, X, Y, Z ich wartości P:R, Pdosa, Р 1056, Pdosy, otrzymamy 


Pe RAY Rd 
$ 1 


dosa = — ——у—› 1056 = її dosy =— — 


Znalezione wyniki pokazują że, gdy nić ma tę samą tężność 
w całej długości, siła P jest w stosunku odwrotnym promienia krzy- 
wizny nici, i działa w każdym punkcie wedle przedłużenia tego 
promienia. 


Te okoliczności mogą się urzeczywiścić gdy nić jest wytężona, na 
danej powierzchni, przez dwie siły które ја ciągną w obydwóch 
skrajnościach. Przypuszczając ustaloną równowagę i nie zważając 
na tarcie, widzimy łatwo że opory powierzchni w punktach dot- 
knięć nici są to małe siły, normalne do tej powierzchni a temsamem* 
normalne do wytężonej nici. Ztąd wnosimy że tężność nici jest 
jednakowa we wszystkich punktach ; zatem, siły które ciągną 
nić w jej skrajnościach muszą być równe między sobą, i równe 
spólnej tężności. Nadto, płasczyzna przylegająca w każdym punkcie 
nici jest normalna do danej powierzchni. 'Га własność jest okre- 
śleniem linii geodezyjnej. Więc, w przypadku o którym mowa nić 
bierze kształt linii geodezyjnej ; a wiemy że na danej powierzchni 
linia geodezyjna jest najkrótszą drogą od jednego punktu do dru- 
giego. Czego się łatwo dowodzi przez Rachunek zmienności. 


146. Aby znaleźć kształt niei w równowadze pod działaniem 
sit danych, dość byłoby zcałkować najpierwej równania (1), 
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coby dało 


Gdyby zcałkowano dwa ostatnie równania różniczkowe, mianoby 
równania linii krzywej któraby PRASA figurę nici w równo- 
wadze. 


Ale całkowania nie mogą się wykonać, w ogólnym stanie kwe- 
styi w którym e, X, Y, Z nie są określone. 

Można działać inaczej. Wyrugujmy najpierwej dT z równań (2) 
biorąc je po dwa, znajdziemy 


/ mfdy „dz . dz a) dy q it 0 

| (a da AF (ха va)” 

| dz „ак ds „dz yrds gdn) 
(w 4 171% - da) х 120) 9 


| dy dy „dz dz „dyj_- 
\ (кай — й jt" RE bip ү 


Te trzy równania nie są oddzielne, bo oczywiście każde wywodzi 
się z dwóch innych. Podstawiając wartość Т w dwa którekolwiek 
z tych równań, albo dzieląc je stronami przez trzecie, otrzymamy 
dwa równania różniczkowe które zcałkowane, w przypadkach okre- 
ślonych, dadzą równania figury nici w równowadze. 
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W szczególnym przypadku, gdy siła P jest styczną do nici 
w każdym punkcie, nić wytęża się w linii prostej. I w samej rzeczy, 
mamy wtedy 


X тщ 2 
da | dy. dz” 
ds ds ds 
zatem 
dy da dz dz dz d 
ży се >> ga: m PK: 
ds 1% 0, ra Śr 0, LF" а 


Z przyczyny tych równości dwa ostatnie, naprzykład, równania (4) 
stają się 


dz „а# dx dz dz 
ые св. Пуш ZE йе. А МЕМ | 
ds ds ds ds 4 @ d ds ds 


j dy y=; 


zkąd, całkując, otrzymujemy 
w=az--p, y=b--q 


równania linii prostej. 

Nawzajem, jeśli nić wytęża się w linii prostej, to dlatego że siła 
która na nią działa jest właśnie skierowana wedle tej prostej. Co 
widoczne. 


ŁAŃCUSZKOWA . 


447. Nazywa się łańcuszkową linia krzywa którą tworzy łańcuch 
giętki, albo nić ciężka i jednorodna, zawieszona na dwóch punktach 
stałych A i С. 

Wszystkie siły działające na różne punkta łańcuszkowej są pio- 
nowe; ztąd wnosimy że ta krzywa leży cała na płasczyznie prze- 
chodzącej przez dwa jej punkta zawieszenia. Zresztą niema żadnej 
przyczyny żeby którykolwiek z punktów łańcuszkowej znajdował 
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się raczej z jednej strony tej płasczyzny niż z drugiej. Weźmy па 
płasczyznie linii łańcuszkowej dwie osie prostokątne, jedną po- 


ST 


N 


лота ОХ i drugą pionową ОҮ w kierunku przeciwnym cięż- 
kości, będziemy mieli Х = 0; a jeśli oznaczymy przez w ciężar 
jedności długości nici która jest jednorodna, ciężar łuku ds wyrazi 
się przez wds, i będzie Yeds = — vds. 


Zatem ogólne równania równowagi nici przywodzą się do dwóch. 


(5) 4(19)= 0 412) wds = 0. 


Całkując pierwsze równanie, otrzymujemy 


Ten wynik pokazuje że składowa pozioma tężności jest ta sama 
we wszystkich punktach łańcuszkowej. Owoż, w punkcie najniż- 
szym B styczna jest równoległa do OX, co daje a ==1; więc 
siateczna C wyraża tężność w tym punkcie; jeśli ја oznaczymy 
przez wa, a będzie nową stateczną którą później wyznaczymy. Tym 
sposobem mamy 

dz ds 


6) TE Жай Та; 
(6) F wa, zkąd T a T 
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za pomocą tej wartości drugie równanie (5) staje się 


шта. 49; 


jeśli је zcałkujemy, będzie 
(7) s= aT, . 


Nie przydaliśmy statecznej dowolnej, bo przypuszczamy że wzięto 
za oś rzędnych pionowę która przechodzi przez punkt najniższy B 
łańcuszkowej, i że łuk s jest liczony od tego punktu. W tem zało- 
żeniu, zostawiając jeszcze początek spółrzędnych niewyznaczony, 


dy 
dla s=0 I = 0. 
s mamy 2 
Szukajmy teraz równania łańcuszkowej. Jeśli w przedostatniem 


MATT] 
równaniu zastąpimy ds przez de yi -+ pi s» znajdziemy 
następujące 


dy 


Pomnóżmy obie strony ostatniego przez a otrzymamy drugie, 


„dY dy 
"Je Ы” du 


d 
р. 


Те dwa równania całkują się natychmiast, i даја 


І ty); dy? 
Е yí + 2a): i y=aj/ 1+ + 


dy= 
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Niema potrzeby przydawać statecznej do żadnego z tych dwóch 

równań, jeśli, jako przypuszezamy, za oś rzędnych wzięto pionowę 

przechodzącą przez punkt najniższy B, i za początek spółrzęd- 
nych punkt leżący poniżej punktu В na odległość a. 


di SE { н i 
Aby wyrugować 20 , uważajmy że, przechodząc do liczb, pier- 
ax R 


wsze równanie staje się 


GEY ple 
ZE | +77’ ; 


ztąd wynika 


7 ар dy 1 nS 
1 Р =. y == — n =e 9 
da dz m dy? ś 


draw 
o 


Dodając te dwa równania stronami, będzie 


Takie jest najprostsze równanie łańcuszkowej w kształcie skoń- 
czonym, które pokazuje że ta krzywa jest symetryczna względem 
osi rzędnych wziętej jakośmy powiedzieli. Rzędna ОВ = а punktu 
najniższego B łańcuszkowej jest jej parametrem. 

Można otrzymać łuk s łańcuszkowej w funkcyi z. Jakoż, odcią- 
gając jedno od drugiego równania któreśmy dopiero co dodawali, 


będzie 
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ta wartość poniesiona do równania (7) daje 
(9) лр e @). 


148. Z dwóch równań 


wynika trzecie 
2 = 024 8, albo s= үу — a, 


które daje wyprostowany łuk łańcuszkowej w funkcyi y. 
Trzy powyższe równania tłumaczą się łatwo geometrycznie. 


Pierwsze, które można pisać 


dowodzi że rzut rzędnej punktu M na normalnej w tym punkcie 
jest równy parametrowi łańcuszkowej. Jakoż, w trójkącie prosto- 
Капут MPH (fig. powyż.), 


MH = MP dos НМР = у = = 


Ta pierwsza własność daje sposób wyznaczenia stycznej w punk- 
cie M danym na łańcuszkowej ; dość jest wykreślić na MP jako 
średnicy okrąg, i potem drugi okrąg z punktu P jako środka pro - 
mieniem a; te dwa okręgi przetną się w punkcie К należącym do 
stycznej którą będzie prosta MK. 


Drugie równanie s=a pokazuje że rzut rzędnej punktu M 
na stycznej w tym punkcie jest równy łukowi BM. I w samej rzeczy, 
w trójkącie prostokątnym KPM 


ch 
-” == 8. 


МК = KP sty KMP = a 
du 
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Trzecie równanie $ -- а? = y? dowodzi że, jeśli ze s р 
rzędnej punktu M spuszczono prostopadłę РК na stycznę МТ, 
ta prostopadła będzie parametrem łańcuszkowej, a odcinek MK 
stycznej wyrazi długość łuku BM. 
Jeśli chcemy znaleźć powierzchnię OBMP zarartą między dwiema 
osiami, łańcuszkową BM i rzędną MP, będziemy mieli 


а а [2 
gna i= | i 
Д, A 2 Jo l 


"Więc powierzchnia OBMP jest równorarta prostokątowi MHPK. 


SIĘ 


2 aż @ £ 
+e а) 1 — е а) ав. 


Uważajmy nakoniec że miejscem punktów К takich żeby było 
МК = łuk BM jest rozwijająca łańcuszkowej; KP jest styczną do 
tej krzywej. 

Nietrudno za pomocą ogólnych formuł, znaleźć rozwijającą 
łańcuszkowej ; te formuły, jeśli oznaczymy spółrzędne punktu K 
przez u, v i uczynimy MK =s, będą 


Trzeba wyrugować w, y, s ża pomocą równań odnoszących się 
do łańcuszkowej. Wyrażając najpierwej z iy w funkcyi s, i potem 
rugując tę niewiadomę, dochodzi się do szukanej rozwijającej. 

Ale rozwijającą łańcuszkowej łatwiej wprost otrzymać, wyrażając 
tylko warunek że styczna KP do rozwijającej w punkcie K ma 
długość KP stałą, równą rzędnej «© punktu najniższego В 
łańcuszkowej. I w samej rzeczy, nazywając u, v spółrzędne 
punktu K, mamy 


KQ A du” + 
i dj albo ay 1 tna 3 SB 


zkąd 
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Кай, całkując, wywodzimy równanie szukanej rozwijającej 


(10) "R A = f- aż METY 
ү? — 1° 


v ауа — 0 


naa Га — а 
= -- Va? = 57 -|- aloz( PY"). 


v 


Nie trzeba przydawać statecznej dowolnej, dlatego że powinno 
‚ być zarazem и = 0 і v= а. 

Rozwijająca łańcuszkowej jest symetryczna względem osi дут 
do której dotyka w punkcie В, i ma 05 zí» za niemaltycznę. 


Uwaca. Można bez całkowania znaleźć łatwo rozwijającą łańcusz- 
kowej. Jakoż, uważając trójkąty prostokątne KPM i КРО, mamy 
zaraz 


KP = PM. PL 


albo 
а? = yv, р, т: ШАШЫ 222 а? : 
v 
00 0P —PQ=0P —V EP —KQ, 
albo 


u=sr — y@— v* і  s=u+ y — v. 


Podstawiająac te wartości æ iy w równaniu łańcuszkowej, 
otrzymujemy równanie rozwijającej 


u+ Vaż—vż ре 
2a pale tabeni _u+ Vaż—p 


Ga a +e 2 


które się różni tylko kształtem od wyżej znalezionego. 
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149. Szukajmy teraz tężności w punkcie M łańcuszkowej. Zna- 
leźliśmy już 


11 T= i РЕ 
x т 


zatem Т = wy. 
To pokazuje że tężność w każdym punkcie łańcuszkowej jest 
proporcyonalna do rzędnej tego punktu. 
Możemy otrzymać tężność wprost z formuły ogólnej 
dT — (Xde + Ydy + 702) = 0, 


czyniąc w niej, stosownie do danego określenia łańcuszkowej, 
X=0), Z=0, Ye=— w; со daje | 


@Її==ъйу, Жай Т= әу. j 


Nie ‘trzeba przydawać statecznej dowolnej, dlatego że dla у = а 
powinno być Т = w4. 


450. Zostaje nakoniec do pokazania jak, mając dane dwa punkta 
zawieszenia A, C łańcuszkowej i długość łuku AG, można wyzna- 
czyć statecznę a, która wchodzi do jej równania. 


TY 
EW хе. LEM Же „A 
| / 
| Ж, 
| | 
grali uj озш 
B 
1 А x 


Poprowadźmy pionową CD, i poziomą AD która spotyka 
pionową BY „w punkcie Е. Ilości dane są CD =b, Ар =¢ 
iłuk ABC =Z}; niewiadome są ОВ = а, BE=k, АЕ =h, DE =X. 

Mamy zaraz 


htk =c. 


MECHANIKA, 13 
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„9 z, 
a 


Wyrażając, za pomocą formuły s = 50° LA a), że summa 
długości łuków AB i ВС jest równa /, znajdujemy drugie ró- 
wnanie, F 


/ h А -Ё h 
4 a "а 
| = = (e —2# е еге“ 


‚ а 
р А @ -a 
Tak samo, wyrażając za pomocą formuły y=z(e +e a) 


że różnica rzędnych punktów A iQ jest równa 0, znajdujemy 
trzecie równanie 


h h ША 


ТЕР PLZ байы 


Jeśli weźmiemy summę i różnicę dwóch ostatnich równań, otrzy- 
mamy dwa prostsze 


h h 
КЕ = рү 


СК ай 
Ay аре 


Mnożąc te równania stronami i uważając że 4- А == с, wyru- 
gujemy 4, Æ, i będziemy mieli 


с с 
ECM е“ An, )=R—h; 
zkąad 


А — е a) ye — 22. 
Aby ułatwić wyrachowanie niewiadomej a, przynajmniej przez 


przybliżenie, uczyńmy 5 = m, będzie 


е” — рт m ye NEA b2 Д 
2m A е А 
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poczem, rozwinawszy na szeregi obie ilości wykładnicze, znaj- 
dziemy 


m? mA mó l ; 

P> тахт 120 42 =" УИ, 

To równanie ma zawsze tylko jeden pierwiastek dodatny. Żeby 
tego dowieśdź, uważajmy najpierwej że druga strona równania jest 
dodatna jako pierwsza; albowiem oczywiście /2 >> /2 -+ с, Owoż, 
jeśli m = 0 pierwsza strona jest zero, a staje się nieskończenie 
wielką gdy m= со; a że ona rośnie sposobem ciągłym gdy m się 
zwiększa, więc istnieje zawsze wartość dodatna dla m, i tylko jedna, 
która czyni pierwszą stronę równą drugiej. 

Jeśli łuk АВС mało się różni od swej cięciwy АС, wtedy 
B= Be 
с 
można więc, zaniedbując wyższe potęgi niewiadomej m і rozwią- 
zując równanie przybliżone, znaleźć wartość dla m bez ZNACI- 

nego błędu. Biorąc naprzykład 


i temsamem m są ilościami bardzo małemi; 


e eye 


m? = 7 } 
әү 6 VR- E— 6c 


бү — Ë — 6c L ZĘ JS SW) pędzie 


Z równania 


h h ch 
б сја =g aj — аа m а) 
т у”: Же 
otrzymamy wartość лр i następnie X. 


Nareszcie, wyprowadzimy ostatnią niewiadomę Ё z oczywistego 
równania 


ЕСЕ 


Gdy oba punkta zawieszenia A і С mają tę samą wysokość, 
wtedy 
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151. Łańcuszkowa posiada wiele znamienitych własności; przyto- 
czymy niektóre. 

1° Widzieliśmy że łańcuszkowa jest krzywa wyprostowalną, 
w której łuk s = үу — аў. 

до W łańcuszśowej promień krzywizny jest wszędzie równy 
normalnej, jako w kole, ale skierowany w stronę przeciwną. 

Oznaczając przez N długość normalnej i przez R promień krzy- 
wizny w punkcie M, mamy 


dy? А $ 
хур. 1 Ат тайуу i 


йл? 
zatem 
d 
№15 
| яз da 
8 
Ty 
da? 
Owoż, równanie różniczkowe łańcuszkowej 
dy? 
у =a и. + za 
daje 
Д4 P dy _ y? 
4 к, zak nd) „_ 
R Ф? а? Ат е з 
więc 
B= N. 


Ten promień krzywizny ma kierunek przeciwny normalnej N; 
bo się zawsze znajduje wewnątrz wklęsłości linii krzywej, a nor- 
malna w łańcuszkowej przypada właśnie zewnątrz tej wklęsłości. 
` 39 Ze wszystkich krzywych płaskich równoobwodowych, które 
można poprowadzić między dwoma punktami, ta która swoim obro - 
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tem około osi leżącej na jej płasczyznie tworzy powierzchnię naj- 
mniejszą możebną jest łańcuszkowa. Za pomocą Rachunku zmien- 
ności widzimy łatwo że twierdzenie wyraża się przez równania 


8 ЕЛ 
$ yds = min, i [ ds ==1, 
s 


° ©5% 
To minimum względne przywodzi się, jako wiadomo, do mini- 
4 
mum samoistnego całki |, (у -Е ads. Ale, ponieważ a jest ilością 
U 


0 


stałą, żądana linia nie różni się od tej którą znajdziemy szukając 


aS 
samoistego minimum całki / yds. Owoż, ostatnie minimum wy- 
5% 
maga żeby było 
Pe 
у аа? + dy? = 0, 
To 
to jest 
eA da dy 
| (ва -+y T 62° - y po ady) == 
albo 


l. z da i ) 
(уя ZY +y May), p» [zr пани) — үн 


Zatem, wedle prawideł Rachunku zmienności, powinno być 
osobno 


а ш Mgy| — 
T dr -- у da y) = 


{зу 7) 4 (у) A = а} 


“ту 


Pierwsze równanie sprawdza się oczywiście, bo zmienności 
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dto, буу, Bzy, ду, SA zero; drugie bierze następującą postać 


WA АТ ӨН UB SA 
1 (u 00) 49а) = 


Więc trzeba i dość jest żeby było 


„kąd 
„4 _ >> dy? 
Ул; =“ albo y=c 2 -- Te’ 


oznaczające przez c statecznę dowolną. 


Moglibyśmy już na tem poprzestać, albowiem, ostatni wynik 
będąc równaniem różniczkowem łańcuszkowej, jakośmy już wi- 
dzieli (147), dowodzi założonego twierdzenia. Ale idźmy dalej 
i zeałkujmy ostatnie równanie. Jest najpierwej 


ztąd 


edy у Ауа 
2 =f (она , 


gdzie с" oznacza drugą statecznę dowolną. 


Przechodząc do liczb, równanie całkowe staje się 


8 


ytw=c=ce; 
mamy zaś widocznie 


т 
е. 9 еге 
с е 


Утум = а айык 


WIEKOKĄT SZNURKOWY I ŁAŃGUSZKOWA. 199 


Z tych dwóch równań wywodzimy 


Ostatnie równanie może się znacznie uprościć. Jakoż, uważając 


że równanie różniczkowe m = үу — e na y=c daje j= 0, 
AL aL 


bi 


widzimy zaraz że stateczna c jest rzędną punktu najniższego szuka- 
nej krzywej. Jeśli więc, nie zmieniając osi ат, przeniesiemy 
oś уте równolegle do niej samej aż do punktu najniższego tej 
krzywej, wtedy, czyniąc z = 0, у = с w jej równaniu, znajdziemy 
między statecznemi c i c! następujący związek 


© 


2c=0 У > albo ('—c)>=0, 


с> 


który daje c' = c. Podstawiajac tę wartość, otrzymujemy już аш 
najprostsze możebne, równanie łańcuszkowej 


›= w =). 


Цо Ze wszystkich linij równoobwodowych które łączą dwa punkta 
przestrzeni, łańcuszkowa ma środek ciężkości najniżej możebnie. 
То twierdzenie jest następstwem poprzedzającego. Jakoż, linia nie- 
wiadoma jest oczywiście płaska ; zatem, na mocy twierdzenia Gul- 
dina, powierzchnia obrotowa, przez nią utworzona, ma za miarę 
wieloczyn obwodu przez okrąg opisany jego środkiem .ciężkości. 
Owoż, łańcuszkowa tworzy, w tych samych okolicznościach, po- 
wierzchnię obrotową minimum ; więc jej środek ciężkości opisuje 
około osi obrotu okrąg najmniejszy możebny. Więc ten środek 
ciężkości jest najbliżej osi, a temsamem najniżej możebnie gdy oś 
jest pozioma. 
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KRZYWA MOSTÓW WISZĄCYCH. 


152, Zobaczmy teraz jaką krzywę tworzy nić ciężka jednorodna 
АВС, zawieszona w obydwóch skrajnościach Ai С, gdy siły 


pionowe które na nią działają są proporcyonalne, nie do łuków ds, 
ale do ich rzutów poziomych. Ta krzywa jest przybliżona figura 
łańcucha mostów wiszących, gdy się nie zważa na ciężar samego 
łańcucha i jego wiązadeł z pomostem. 


Oczywiście szukana krzywa jest cała па płasczyznie pionowej, 
przechodzącej przez punkta zawieszenia А 1 С. Jeśli tedy obierzemy 
natej płasczyznie dwie osie prostokątne, poziomą i pionową, i ozna- 
czymy przez w siłę która działa na część nici mającą za rzut po- 
fb 


ziomy jedność długości, przez jej tężność w punkcie M(x 
5 > | JEJ tẹ >Y) 


ogólne formuły równowagi nici dadzą 
Tar pila 
(13) 112) = пт) — sar =0. 
Całkując oba równania, mamy 


= du aim : т dy c= v 
Tą; =© і тр = С. 


Ale, jeśli nazwiemy wa tężność nici w punkcie najniższym В, 
i weźmiemy ten punkt za początek spółrzędnych, będzie zarazem 
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> =p > = 0, c= ma, ć = 0; tym sposobem powyż- 


sze równania stają się 


== 0, 


dz dy 

14 к О, WERE 

pa ds т ds ne 

Pierwsze pokazuje że składowa pozioma tężności nici jest stała, 
a drugie że składowa pionowa tężności w punkcie M jest propor- 
cyonalna do odciętej tego punktu. 

Tężność T wywodzi się bezpośrednio z tych dwóch równań, 
które dają 


(15) Т= е ye 2. 


'Tężność nici, jako widać, powiększa się z odciętą r. 


Żeby znaleźć równanie krzywej która przedstawia kształt nici, 
podzielmy stronami równania (14), będzie 


=> 
dz U 
zkąd, całkując, otrzymujemy 
(16) 202 = 22. 


Nie przydaliśmy statecznej dowolnej, bo, wedle wziętego układu 
osi spółrzędnych, powinno być zarazem 2 = 0 і у == 0. Równanie 
dowodzi że nić w równowadze pod danemi siłami ma postać para- 
boli, której oś jest pionowa, wierzchołek w punkcie najniższym B, 
i parametrem pewna stateczna a. 


Można dojść do tych wyników bez żadnego całkowania. Niech 
będzie ABC szukana krzywa; weźmy za osie spółrzędnych stycznę BX 
w punkcie najniższym B i prostę BY prostopadłą do BX; oznaczmy 
przez Т tężność łańcucha w punkcie M, i przez Н jego tężność 
w punkcie В. Przypuszczając równowagę ustaloną, dajmy па to że 
łuk BM stał się bryłowym; widzimy zaraz że musi być równowaga 
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między siłami T, H i wszystkiemi siłami działającemi na cząstki 
łuku BM. Ostatnie siły mają wynikowę pionową która przechodzi 
przez środek L odciętej z; albowiem, jeśli wyobrazimy łuk BM 
podzielony na niezmierną ilość cząstek mających rzuty równe na BX, 
siły pionowe działające na te cząstki, będąc proporcyonalne do ich 
rzutów, i mogąc być uważane jako przyłożone we środkach tych 
rzutów, składają się w jedną wynikowę Q która jest równa ich 
summie i przechodzi przez środek L rzutu łuku BM. Nadto, ponie- 
waż siły H, Q, Т są w równowadze, kierunek stycznej МТ przecho- 
dzi przez punkt L; ztąd wynika że te trzy siły, czyniące sobie 
równowagę około punktu L, są proporcyonalne do boków trójkąta 
prostokątnego PLM. Owoż, siła Q, jako proporcyonalna do rzutu æ 
łuku BM, wyraża się przez wx; można podobnie wyrazić siłę Н 
przez wa, oznaczając przez a pewną ilość stałą. Więc będzie 


Н. a 
Їр PM ТМ 
albo 
са EA 
RTS 15 
z. рит 


Dwa pierwsze stosunki dają 2а = 28, równanie szukanej krzy- 
wej; a ze trzech stosunków razem wynika Т = Va” + 22, tężność 
łańcucha w punkcie M. 

153. Zajmiemy się teraz wyznaczeniem statecznej a która wchodzi 
do równania figury łańcucha i do wyrażenia tężności, znając punkta 
zawieszenia A, б i długość АВС łańcucha. Jeśli poprowadzimy, 
jakośmy to już czynili, pionową GD i poziomą AD, ilości wiado- 
me są CD = b, Ар = е i długość łuku АВО =l; niewiadome 
będą : parametr paraboli a, AE = h, DEa=l i BE=k. 

Mamy zaraz 

hh =c. 


Równanie (16) paraboli daje 


А = dak,  h?2=23a(fk—b), 
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ztąd, przez odciąganie, otrzymujemy 


02 — А? = 2ab. 
ale 
W — H? — (h + M) (h — hy = elh — K); 
zatem | 
c(h — h') = 2ab, 
zkąd 


hl sidła 


Więc, dodając i odciągając stronami równania pierwsze i ostatnie, 
znajdujemy 


h =5 + =. A ARE 
Nazwijmy s długość łuku BA paraboli, będziemy mieli 
4 [5 а na 2 4 үа? La? 
=) йв 2 у? 5 (25122 “= а ) 


Z podstawienia w tej formule kolejno c=h і c=k' wynikają 
wartości samoiste łuków BA i BC; więc, równając ich summę 
do /, otrzymujemy 


i ура кн 
оү. h yA FPH а W ed BATE 


Jeśli w tem równaniu podstawimy za / i / już wiadome war- 
tości, będziemy mieli, względem niewiadomej a, równanie prze- 
stępne które ја wyznaczy. 


"W przypadku szczególnym gdy punkta A i С zawieszenia łań- 
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cucha mają tę sama wysokość, równanie się trochę uproszcza; 


wtedy b= 0, h= W = 5, a zalem 


Kaa Ina 42 
al =hJBFR + at log NALE, 
o а 


Jeśli długość łuku АВС niewiele się różni od swojej cięciwy АС, 
A 


AR $ i 
stosunek Е jest bardzo mały, bo =ч * Przyczyny równania 


2ak = 12; w tym razie można rozwinąć ilości Т =» 


log (ада па szeregi. 
a 


154. LAŃGUSZKOWA RÓWNEJ WYTRZYMAŁOŚCI. Nazywa się łańcusz- 
kową równej wytrzymałości krzywa przedstawiająca figurę łańcucha 
giętkiego, zawieszonego w obydwóch skrajnościach, którego gru- 
bość zmienia się od jednego punktu do drugiego proporcyonalnie 
do tężności. Jeśli, oznaczając przez w ciężar jedności długości 
łańcucha, weźmiemy na jego płasczyznie dwie osie prostokątne, 
poziomą i pionową, będziemy mieli równania równowagi w punk- 
cie M(x, y). 


RÓD. = dy = - Ж 
af T) BA a(r 2) тее: 


/ 


Zcałkujmy te dwa równania; nazywając T, tężność w punkcie 
najniższym, otrzymamy 


NÓŻ > a 
сун Tos | тй тїз. 
Ztąd wynika 
dy__ [ж 
15 == T ds 
albo 
dy w ds 


УЕ ГА 
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Owoż, warunek równej wytrzymałości łańcucha wyraża się przez 
równanie 
L= dm, 
w którem a znaczy pewną ilość stałą ; możemy więc wyrugować w 


Р ; ga taler Ohi By los), pods 
z ostatniego równania różniczkowego. Uważając że dw = To 5 
l 


л 


, . o . . 
1тивщае 5 › znajdujemy 
0 


уч} ds ЕА dy?) , 
da: 7 (ras): 


ad а da: 
ай 
dy 
du _ dz 
dy? "a 
4 kod 
zę da? 


Zeałkujmy to równanie. Biorąc oś rzędnych przechodzącą przez 


punkt najniższy, w którym 2 =0 i e , otrzymamy 
e 


ły dB. 
łuk sly Z; = a 


zkąd 


dy = sty = dz, 


Zceałkujmy jeszcze ; biorąc punkt najniższy za początek spółrzę- 
dnych, znajdziemy ostatecznie 


у 
y У 
э. ADOroneHJOS = 1. 
Н Е а 


Takie jest równanie krzywej zwanej łańcuszkową równej wytrzy- 
małości. 
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Teraz można wyznaczyć ilość stałą a. Jej wartość wynika z równa- 
nia To = dm, W którem ilość a znaczy długość jaką trzebaby dać 
części łańcucha, mającej jego grubość w punkcie najniższym, ażeby 
ciężar aw, tej części był równy tężności Tọ; a wiadomo że tęż- 
ność Т, w punkcie najniższym jest to samo co składowa pozioma 
tężności w punktach zawieszenia A albo С. 


Odcięta 2 łańcuszkowej równej wytrzymałości jest oczywiście 
największa możebna gdy ДУ mo „ czyli gdy sty = Teso 


co daje Tej wartości odpowieda y = шо. 


518 
| 
KSIĄ 


Więc, jakkolwiek jest długi łańcuch, krzywa przedstawiająca jego 
figarę nie dosięga nigdy obszerności та. 


Nakoniec ilość w wyraża się łatwo w funkcyi z, 
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PRZYCIAGANIE POWSZECHNE. 


155. Wszystkie zjawiska niebieskie dowodzą że ciała materyalne 
wywierają na siebie wzajemne działanie takie, jak gdyby się przy- 
ciągały. To przyciąganie powszechne jest proporcyonalne do massy 
każdego z ciał, i w stosunku odwrotnym kwadratu ich odległości. 
Aby należycie zrozumieć tę ustawę powszechnego przyciągania 
ciał Natury, trzeba sobie wyobrazić dwa punkta leżące na jedność 
odległości, i przypuścić że w każdym, nie tracąc піс ze swojego 
działania, jest skoncentrowana cała materya stanowiąca jedność 
massy; takie dwa punkta materyalne wywierają wzajemnie na siebie 
siłę przyciągania równą, której natężenie oznaczono liczbą f. 
Otóż, wysłowiona ustawa zależy na tem, że wzajemne przyciąganie 
dwóch punktów materyalnych, mających massy m, m! i będących 
w odległości r jeden od drugiego, wyraża się przez 


fmm 


RO) 
ү? 


To ustaliwszy, uważajmy ogólnie punkt materyalny К przycią- 
gany przez ciało kształtu jakiegokolwiek. Każdy punkt tego ciała 
wywiera na punkt K przyciąganie proporcyonalne do swojej massy 
i w stosunku odwrotnym kwadratu odległości; wynikowa tych 
wszystkich przyciągań stanowi przyciąganie całego ciała. Żeby je 
wyrazić, weźmy za początek spółrzędnych jakikolwiek punkt stały O 
wewnątrz ciała przyciągającego, i poprowadźmy trzy osie prosto- 
kątne ОХ, OY, OZ; uważajmy massę dm, nieskończenie małej 
cząstki ciała, jako zjednoczoną w jego punkcie M mającym spół: 
rzędne c,y, 2; oznaczmy przez р massę punktu przyciąganego K, 
i przez a, [}, у jego spółrzędne; nakoniec niech r znaczy odle= 
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głość KM tych dwóch punktów дапа przez równanie 

(1) B= (a ај +8 — у-у — 2) 

Wedle ustawy przyciągania wyżej określonej, siła z jaką punkt M 
ciała przyciąga punkt materyalny K ma za miarę em, i działa 


w kierunku KM, to jestod K do M. Owoż, dostawy kątów tego 
kierunku z trzema pół-osiami spółrzędnych dodatnych są : 


zatem, składowe działania punktu M na K wyrażają się przez 


— fe“ 


zk TY 
2 dm, = ca dm, — fu a” dm. 


Jeśli więc oznaczymy przez X, Y, Z składowe całego przyciąga- 
nia jakie dane ciało wywiera na punkt materyalny K, będzie 


Potrójne całkowania rozciągają się do całej massy ciała przyciąga- 
jącego. 


Trzeba wziąć znak — jeśli jest odpychanie. 
Te trzy całki potrójne przywodzą się do jednej. Jakoż, mamy 


=— ШЕ: — w)da + (6 — y)dk to— ad] 2; ; 
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ale równanie (1) daje pochodne cząstkowe ilości » względem a, В, у, 


(a — z)da + (5 — y)d8 + (у — 2)dy = rdr; 


podstawiając tę wartość i potem całkując względem r, otrzymujemy 


Jeśli więc położymy 


M RY 
u + u T 


weźmiemy pochodne względem a, 0, у, różniczkując pod zna- 
э 
Р 1 3 : 
kiem |, byle funkcya – , pod tym znakiem będąca, nie przecho- 
7 


dziła przez wartość nieskończenie wielką między granicami całko 
wań, znajdziemy formuły 


ү 


dN 
= dg 3 


л ; dy 
Х=/{ал-, Y= fy doch 


które pokazują że trzy całki potrójne, wyrażające składowe przycią- 
gania punktu K przez dane ciało, wywodzą się z jednej całki po- 
trójnej V. 


Gauss, w swoich poszukiwaniach o przyciąganiu ciał, nazwał 
funkcyę V potęgownikiem (potential) ciała przyciągającego. 


Powyższa własność potęgownika, niezawisła od gęstości stałej albo 
zmiennej ciała przyciągającego, nie zależy od ustawy przyciągania, 
i istnieje gdy to przyciąganie jest funkcyą jakąkolwiek odległości. 
W tym ogólnym przypadku, jeśli oznaczymy przez К) przyciąganie 
wzajemne dwóch jedności massy na odległość > jedna od drugiej, 
i nazwiemy m jedną z cząstek ciała przyciągającego, działanie tej 

MECHANIKA, 14 
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cząstki na punkt К wyrazi się przez pmF(r), i składowe wzaje- 
mnego przyciągania będą 


dr dr „piw dr. 
— unF(r) EZ к) а А — pnF(r) „if, 
a jeśli położymy 
|= — f Eor, 
te trzy składowe staną się 
pd .mę(T) pl.mę(r) ud. mo(r) 
da á dB с dy 3 


Wszystkie inne cząstki m, m”,... ciała przyciągającego dadzą 
podobne wyrażenia. Więc składowe całego przyciągania jakie ciało 
na punkt K wywiera są 


1. zmeę(7) 
Боа 
ба? 


ү == pd. Zmę(r) 


dp 


7 pd „zmę(r) 
= 2 Tm” б 


Summa X rozciąga się do wszystkich cząstek m, m', m”, ciała 
przyciągającego. 


Jesli teraz położymy 
U = Imọ("), 


składowe całego przyciągania wyrażą się przez 
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Gdy massy m nie sa zkoncentrowane w punktach osobnych, ale 
zapełniają całą przestrzeń uważaną, albo są rozpostarte na powierz- 
chni, wtedy zamiast summy У trzeba wziąć całkę potrójną, albo 
podwójną, stosownie do przypadku. 


156. Sa siły w naturze, jako przyciąganie powszechne, elektrycz- 
ność, magnetyzm, których składowe, równoległe do trzech osi 
prostokątnych, mogą się wyrazić przez pochodne pewnej funkcyi 
spółrzędnych punktu przyłożenia. Tę funkcyę НАмптох і JACOBY 
nazwali funkcyg sił. Wedle tego określenia, całka U jest funkcya 
sił, a potęgownik V jej szczególnym przypadkiem. 

Znając funkcyę sił, można zaraz mieć składowę całego działania 
w kierunku jakimkolwiek. I tak, składowa całego przyciągania jakie 
dane ciało wywiera, wedle kierunku ds, na punkt materyalny 
K(a, B, у), wyraża się przez 


da d |, „4у_ [dU da- айар адау dU 
т E Ta ds Де ds Рав ds dy 2) = 690. 


TEORYA POTĘGOWNIKA, 


157. Gdy przyciąganie jest w stosunku odwrotnym kwadratu 
odległości, potęgownik V i jego pochodne a, 6, у, są funkcyami 
skończonemi i ciągłemi tych zmiennych, dopóki tylko punkt przy- 
ciągany znajduje się po za massą przyciągającą; bo wtedy odle- 


sA : „Ае «Ё үр? ; И 
01056 r nie staje się zero, і funkcy a = Mie przechodzi przez wartość 


nieskończenie wielką. То wynika z samych formuł które dają warlo- 
ści V, X, Y, Z. Ale, jeśli punkt przyciągany należy do ciała przy- 
ciągającego, funkcya — przechodzi przez wartość nieskończenie 
Я 

więlką, jest więe wątpliwość czy funkcye V,X, Ү, 2 nieprzestają być 
ciągłemi. Aby usunąć niepewność, dość wyrazić potęgownik V 
w funkcyi spółrzędnych biegunowych, biorąc punkt przyciągany K 
za początek tych spółrzędnych i zachowując równoległość osi pro- 
stokalnych ; to jest, trzeba w poprzedzających formułach, uczynić 


(4) ©=a=rdos6, у — p= "510 dosy, z—y—=rwsltówsty; 
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gdzie r znaczy odległość KM, Ө kąt(KM, KX’). p kąt płasczyzn 
(MKX/, ХҮ). 


Tym sposobem, nazywając p gęstość ciała w punkcie przyciąga- 
jacym M, wyrazimy massę dm przez 


dm = рг wstó drdódhy, 


i następnie potęgownik przez 


Ү =f] J = ч ө) pr wstodrdody, 


Zatem, na mocy formuł (3) i (4), będzie 


‚ау a ie 
х= =—/® |] | 


| И wst6 dosQdrdody, 


+ 


ME fazę == — fe | ү КО dosydrdady, 
AE fe, = — tf 4 [ \уз1?Ө wsty drdódy. 


Te wartości jasno pokazują że, w powszechnem przyciąganiu, 
potęgownik 4V i składowe X, Y, Z, otrzymane za pomocą jego po- 
chodnych pierwszych względem a, B, у, są zawsze ilościami cią- 
głemi, jakiekolwiek punkt przyciagany ma położenie względem 
ciała przyciągającego. 


158. POTEGOWNIK PRZYCIĄGANIA WARSTWY SFERYCZNEJ. Uważajmy 
warstwę sferyczną, zawartą między dwiema sferami spółśrodko- 
wemi promieni «i A, złożoną z warstew jednorodnych ; i szukajmy 
jakie przyciąganie la warstwa wywiera na punkt materyalny K. 


Oznaczmy punkt przyciągający M warstwy sferycznej przez spół- 
rzędne biegunowe >, 0, ẹ odniesione do jej środka O, i nazwijmy 2 
odległość OK, u odległość KM; będzie 


u? = ›% — 2171050 + 2. 
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Zatem 
= ГГ dm HAF [= * wst0 drdody 
i \#--2йоз8-ЕЙ_ 


Całka powinna być wzięta względem ү od 0 aż do 2m, wzglę 
dem 9 od 0 aż do т, i względem r od a do A. 


Całkowania względne do 4 i Ө wykonywają się zaraz i dają 


p, A Zie zes араа 
v= A s prdr (VE Far F — ү = э EP). 
a 


Pierwiastniki są kwadratami zupełnemi ; ale, według jak / jest 
większe albo mniejsze od », będzie 
1Fr—(1—r)=2 
rkl=(r=1)=2 
Z przyczyny tej różnicy wyrażeń, trzeba uważać trzy przypadki 


położenia punktu przyciąganego К względnie do warstwy przy- 
ciągającej. 


40 Jeśli punkt K jest zewnątrz warstwy sferycznej, wtedy />A. 
Zatem w całkowaniu wszystkie wartości zmiennej » są mniejsze 
od 1, i potęgownik bierze kształt 


2т 


V = T po „Ardr = АКГ? 


А 
Owoż, całka określona 4m d p°dr oznacza massę M warstwy 
a 


sferycznej mającej promienie ai A; więc 
M 

Niasa 

l 


Ztąd, nazywając G natężenie przyciągania punktu К przez war- 
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slwę sferyczną w kierunku КО, wywodzimy 


ү М 
(5) 6 №2 


Ten wynik wyraża TWIERDZENIE : Warstwa sferyczna jednorodna, 
albo złożona z warstewek spółśrodkowych jednorodnych, wywiera na 
punkt zewnętrzny przyciąganie zupełnie takie samo jak gdyby cata 
massa tej warstwy była zgęszczona w jej środku. 


2° Jeśli punkt К znajduje się wewnątrz sfery wydrążonej, oto- 
czony warstwą sferyczną, wtedy / < a; zatem wszystkie wartości 
jakie zmienna » bierze w całkowaniu są większe od Z, i potęgownik 
ma kształt 


A PA 

== gr. 2ldr == hs | рға”. 

а а 

Ta całka jest niezależna od /; со dowodzi że potęgownik jest 

ilością stałą dla wszystkich punktów wewnątrz sfery wydrążonej ; 
więc 


ZN W 


(6) CE Бл 


0. 


Ztąd TWIERDZENIE : Warstwa sferyczna jednorodna, albo złożona 
z warstewek spółśrodkowych jednorodnych, nie wywiera żadnego 
przyciagania na punkt będący wewnątrz jej powierzchni mniejszej. 


3° Nakoniec, jeśli punkt przyciagany К leży w samej warstwie 
sferycznej przyciągającej, w tym przypadku / zawiera się między 
a i A; zatem wartości dla », które się przedstawiają w całkowaniu, 
są jedne mniejsze drugie większe od /. Trzeba więc rozłożyć całkę 
określoną na dwie inne, Dla pierwszej, granice są a i /; dla dru- 
giej, / i A. Tym posobem mamy 


1 А 
= = jr adr -+ lim J grdr. 
ха l 


Gdy gęstość р jest staleczna, całkowania mogą się wykonac 
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c 3 А 
(1) у= smh), йайб = — gafa ү 


Ten trzeci przypadek, w którym warstwa sferyczna przyciąga 
punkt wewnątrz niej leżący, przywodzi się do dwóch poprzedzają- 
cych. Jakoż, wyobraźmy powierzehnię sferyczną spółśrodkową, prze- 
chodzącą przez punkt przyciągany K, ta powierzchnia rozdzieli war- 
stwę sferyczną na dwie części; na mocy 2°, część obejmująca punkt 
przyciągany nie wywiera na niego żadnego działania; zostaje więc 
tylko druga część której działanie na punkt zewnętrzny К jest takie 
samo jak gdyby cała massa tej części była zjednoczona w jej środku. 

Ale, żeby mieć wyrażenie przyciągania przez drugą część Warstwy, 
trzeba znać ustawę wedle którćj zmienia się jej gęstość w funkcyi od- 
ległości od środka. Przypuśćmy naprzykład że gęstość p, począwszy 
od powierzchni wewnętrznej na której ma wartość po, maleje w po- 
stępni arytmetycznej, i w odległości r od środka nabywa warto- 
ści po— cr. Massa warstwy sferycznej zawartej między sferami 
promieni ai / ma za miarę 


l l 
ta f (o — С)" = тй б po = а) ТЕ po = ca} 
a (Р / \ 


Та massa, zjednoczona w środku swojej warstwy, wywierałaby 
na punkt K przyciąganie wyrażone przez 


sf (ь—)—ж(уь—‹а)}, 


które jest właśnie istotnem przyciąganiem jakie cała warstwa sfe- 
ryczna na punkt K wywiera. 


159. Powyższe twierdzenia są prawdziwe jakkolwiek mała jest 
grubość A — a warstwy sferycznej, więc się stosują do warstwy 
nieskończenie cienkiej, a temsamem do sfery złożonej z warstew 
gęstości różnej ale jednostajnej dla każdej. 


Gdy sfera jednorodna działa na punkt materyalny wewnętrzny, 


216 ROZDZIAŁ Ve 


leżący na odległość / od jej środka, aby otrzymać potęgownik i na- 


tężenie przyciągania, dość jesttuczynić а = 0 w formule (7); co daje 
2 ж | ; h 
(8) V=>-rmrp(3A — 2) i G=— z “eel 
9 


Więc przyciągamie jakie sfera jednorodna wywiera na punkt leżący 
na jej powierzchni albo wewnątrz jest proporcyonalne do odległości od 
środka. 

Ta zmiana ustawy przyciągania powszechnego jest tylko pozorna; 
aby ја wytłumaczyć, dość jest podstawić w formule (5) wartość 


М З тро! Д а będziej 


l ц 
а= 2 z mb = — 5 т/і. 


160. Potęgownik przyciągania powszechnego posiada ważną wła- 
sność, bardzo użyteczną do jego wyznaczenia, którą teraz wyłożymy. 


Mamy ogólnie 


sma) 40 уту) dU ут) 


Pim 1 VaB Po Wody 73 


Przypuszczając że r nie przechodzi przez zero, weźmy pochodne 
drugie tych wartości względem a, 6, у; będzie 


2 rze RY) 
d2U zm (26 а) хр 


dą — ууз a 7 
ztąd, dodając, otrzymujemy 
(9) а n 


det gp tap =" 
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Dopóki punkt przyciągany znajduje się po za ciałem przyciągają- 
cem, » nie może być zero, i pochodne drugie potęgownika zostają 
skończone, а temsamem równanie (9) ma miejsce. Ale, jeśli punkt 
przyciągany leży wewnątrz ciała przyciągającego, rzeczone pocho- 
dne będą zawierały pod znakiem x funkcyę która staje się nie- 
skończenie wielką па r= 0; wtedy ich summa nie jest zero, iró- 
wnanie (9) nie istnieje. Larrace który je znalazł nie uważał tego 
przypadku. 

Aby wiedzieć czemu się równa prawdziwa wartość trzech po- 
wyższych pochodnych w obecnym przypadku, opiszmy około punk- 
tu K nieskończenie małą sferę promienia 4, i nazwijmy Ё, n, © 
spółrzędne jej środka; poczem, rozłóżmy całkę U na dwie inne, pier- 
wszą U” wziętą wewnątrz sfery A, drugą U” wewnętrz ciała przycią- 
gajacego prócz objętości slery Л. Będzie 


U=W-LUV', 


zatem 


BO, ашна шу 0, о ШШ усал GU 20; 
Т5 +9 JE "ap ГЕ zur, dż b dż аа 
Ale, na mocy równania (9), 


BU GU, ZU” __ 
da b aga ha 


więc 


Фс Фр Фу GU 
те ДИ ap aaa dp" ap: 


Oznaczmy teraz przez ра, ga najmniejszą i największą gęstość ciała ` 
zawartego wewnątrz sfery h, przez / odległość punktu К od 
środka tej sfery; będziemy mieli 


кт гт ШИ p L+ 6 38 


zkąd 
dl __ di dł 2 
аатта wyr "Ek 
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Gdyby sfera A była jednorodna gęstości р, jej potęgownik U' 


miałby wartość ө rp(34—ł?) (158); więc wartość potęgownika U”, za- 


warta między A тр.(3/2 — ©) i 2 (3/8 — Р), wyraża się przez 


U = {а + (o — 00] BE — B), 


gdzie 0 znaczy ułamek między 011. 


To ustaliwszy, bierzemy pierwszą pochodnę potęgownika U 
względem a, i znajdujemy na mocy tego co poprzedza, 


2 tafa P — pr | (a — 8) 


Oza 
BA En e) (3/2 — В); 
bierzemy następnie druga pochodnę względem a, i otrzymujemy 


ÆU l 
rg == 3 m |p (6— m0] + e, 


da? 


oznaczając przez e summę wszystkich wyrazów które nikną gdy Л 
staje się zero. 


Ztąd wynika że 


ор du' = һ gr deU' — i 
o p 5 3 тр, d dy 3 тр 
Więc 
(10) z 20 du — limę. 


А +2 = 
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p jest zarazem gęstością ciała przyciągającego i punktu materyal- 

nego przyciąganego który, w obecnym przypadku, jest częścią 

tego ciała. Można uważać ostatnią formułę, która podał Ротѕѕох, 

jako ogólną, obejmująca oba przypadki punktu przyciąganego, ze- 

wnętrznego i wewnętrznego, byle brano р = 0 gdy ten punkt leży 
zewnątrz ciała przyciagającego. 


161. PRZYCIĄGANIE WALCA WYDRĄŻONEGO NIEOKREŚLONEGO (*). For- 
тшу (9) i (10) mogą służyć, powiedzieliśmy, do wyznaczenia potęgo- 
wnika, z którego się wywodzą składowe przyciągania w kierunku 
jakimkolwiek. Dla przykładu, szukajmy jakie przyciąganie wywiera, 
па punkt materyalny, walec obrotowy nieokreślonój długości, złożony 
z warstew jednorodnych których gęstość jest funkcya odległości od 
jego ost. 

Kierunek w którym ten walec nieokreślony przyciąga jakikolwiek 
punkt materyalny jest oczywiście prostopadły do osi. Weźmy więc 
płasczyznę przechodzącą przez punkt przyciągany, i prostopadłą do 
osi, za płasczyznę жу, punkt jej spotkania z osią za początek spół- 
rzędnych prostokątnych, i tę oś za oś rzędnych. Ponieważ walec jest 
symetryczny względem osi, jego przyciąganie jest funkcyą samej 


tylko odległości r punktu przyciąganego od tej osi, i wyraża się 
przez 


97 AA 


Zważając teraz że potęgownik V nie zależy od rzędnej y punktu 
przyciąganego, mamy, dla wszystkich punktów leżących ро za таѕѕа 
przyciągająca, równanie 


DANA 
da Yp aN d 0; 
a zaś dla każdego punktu przyciąganego, który jest częścią massy 
przyciągającej, równanie 
aN _ 
dg 


(") Zobacz Mécanique p. DuHAwEL, 3° édition, Paris, 1863. 


акр, 


dzy 
Кк АЛЫ 
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Owoż 


GN uANA(dh э у; 


da ағ da” 16 dr ав? 


a równanie 


R=*+P 
daje 
ar № a dr р 
da r” аб isi 
będzie zatem 


dV_dVa ау аур 
da ат а dr r 


„eśli więc poniesiemy te wartości do dwóch głównych równań, 
będziemy mieli ostatecznie 


у 1 ay 

е ане 
dzy 4 ач 
тат dr = — тр 


р т 433 ау Wa А 
Te równania są linijne względem e rob. ale, zamiast je całkować 
p 


jako takie, uważajmy że, znosząc mianownik rdr, mamy zaraz 
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różniczki dokładne 


ау 
d.r = 0, 
d.r Aa — Штр"й”; 
ткай całkując otrzymujemy 
dv С 
dr } 
r 4 = — lr Je rdr -- stateczna, 


gdzie С jest stateczną dowolną, 

Aby wyznaczyć statećznę С, przypuśćmy najpierwej że punkt 
przyciągany znajduje się wewnątrz mniejszej powierzchni warstwy 
walcowej. W tym przypadku, gdy r= 0, {о jest gdy punkt przy- 
ciągany leży na osi walca, stateczna © powinna oczywiście być 
zero; więc ta slateczna jest zero dopóki tylko punkt przycią- 
gany znajduje się wewnątrz wydrążenia walca, i temsamem 


dy _ 
dr 


To dowodzi że warstwa malcowa nieokreślonej długości, złożona 
z warstew jednorodnych spółnej ost, nie wywiera żadnego przyciągania 
па punkt materyalny leżący wewnątrz jej powierzchni mniejszej. 
Przypuśćmy teraz że punkt przyciągany jest częścią massy przy- 
iągającej. W tym przypadku, nazywając a promień powierzchni 
ОЕТ 5 PCH ПУ. 
ianiejszej walca, i zważając że, podług tego co poprzedza, TĘ jest 
Р 


zero dla r = а, mamy, dla punktu przyciąganego wewnątrz war- 
уу, 
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A jeśli punkt przyciągany leży na powierzchni większej walca 
mającej promień /, będzie 


Nakoniec, szukajmy wartości = dla punktów zewnętrznych. Dla 


tych punktów jest zawsze 


lo 


дү 
dr 


p 


<= 


Ale uważajmy że zmienna r nie ma ciągłości w przejściu od 
punktów przyciąganych wewnętrznych do zewnętrznych ; i dlatego 
staleczna С nie zachowuje, względnie do punktów zewnętrznych, 
wartości jakie ma względnie do wewnętrznych. Aby wyznaczyć 
statecznę С w obecnym przypadku, uczyńmy > == 0, to jest przy- 
puśćmy że punkt przyciągany znajduje się na powierzchni zewnętrz- 
nej walca, będzie, na mocy poprzedzającego przypadku, 


G_ ат ү : 
6 eh b. |А perdr; 
więc 
dv _ ir (% 
dr CA r Ж 
а 


To pokazuje że przyciąganie jakie warstwa walcowa nieokreślonej 
długości, złożona z warstew jednorodnych spólnej osi, wywiera na punkt 
materyalny zewnętrzny jest w stosunku odwrotnym odległości od ost. 


DZIAŁANIE CIAŁA JAKIEGOKOLWIEK NA PUNKT MATERYALNY 
BARDZO ODLEGŁY. 


162. Weźmy trzy osie prostokątne jakiekolwiek OX, OY, OZ. 
Jeśli ciało, kształlu i gęstości jakiejkolwiek, działa na punkt mate- 
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ryalny K(a, 6, у), którego odległość jest bardzo wielka względnie 


do rozmiarów tego ciała, wtedy w rachunku funkcyi sił U=x ze 


U 
r 


można rozwinąć ilość =, W szereg uszykowany według potęg spół- 


rzędnych 2, y, z punktu przyciągającego M. Jakoż, czyniąc 
ОК = R, mamy 


|= а ву) Бар 


=}! |= ас Бае авы а HHR | | 


więc 


[== = == 
7 


Е рУ У 
p Z” + x zma > Ró 2770 Tr Emz 


3 2 9 ә 
5 KA Imex + By - 02) — JR zm(a? + y? z2). 


Obierzmy teraz za początek spółrzędnych środek ciężkości G ciała 
przyciągającego, będzie 


zme=0, zmy=0  Xm=0; 


zatem, nazywając M massę ciała, otrzymujemy 


мз 2: ҮК 
UE л шал ыйа сй лл 


Owoż, jeśli odległość R punktu przyciąganego К od ciała jest 
bardzo wielka: względem rozmiarów tego ciała, można, poprzesta- 
jac na pierwszym wyrazie, wziąć 


M M 


Eo yefe 
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Кай się wywodzi 


g= PORI BO Foo TB” 


Te wartości trzech składowych przyciągania pokazują że ich 
wynikowa 5 przechodzi przez środek ciężkości ciała przyciąga- 
jącego, i działa na punkt К w kierunku KG. f ү 


Ztąd FUNDAMENTALNE TWIERDZENIE : Jeśli odległość punktu mate- 
ryalnego przyciaganego jest bardzo wielka względem rozmiarów ciała 
przyciąganego, przyciąganie jest prawie to samo, co do wielkości i do 
kierunku, jak gdyby całkowita massa tego ciała była zjednoczona w jego 
środku ciężkości. 


Zastosujmy te wyniki do przyciągania księżyca przez ziemię. 
Wiedząc że odległość księżyca od ziemi wynosi około 60 promieni 


ziemskich, mamy przybliżenie -- względne do rozmiarów 


4 1 
60% 7 3600 
tych dwóch ciał. Ale, zważając że ciała niebieskie są, prawdopo- 
dobnie, złożone z warstew sferycznych jednorodnych, pojmujemy 
łatwo że środek ich figury musi być, z bardzo małą różnicą, środ- 
kiem ciężkości. Та okoliczność zmniejsza błąd pochodzący z zanie- 
dbania wyrazów szeregu, i spółczynnik względności błędów jest 
zapewne mniejszy od 3 ый ; tem więcej że błąd byłby prawie żaden, 
gdyby ziemia była sferą złożoną z warstew spółśrodkowych jedno- 
rodnych. 


163. Inna ustawa przyciągania. Przypuśćmy że dwa punkta ma- 
teryalne przyciągają się proporcyonalnie do mass i do odległości, 
jakośmy tego mieli przykład w działaniu sfery jednorodnej na 
punkt leżący na jej powierzchni. W tem, założeniu można łatwo 
wyrachować przyciąganie jakie ciało, kształtu jakiegokolwiek, wy- 
wiera na punkt materyalny gdziekolwiek umieszczony. 


Weźmy trzy osie spółrzędne prostokątne, przecinające się we 
środku ciężkości ciała przyciągającego, i przypuśćmy że oś д®® prze- 
chodzi przez punkt przyciągany. Niech będą 2, y, z spółrzędne 
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nieskończenie małej cząstki dm składającej ciało, х odległość 
punktu przyciąganego massy р od początku O spółrzędnych; trzy 
składowe przyciągania cząstki dm będą 


— fla — a)udm, fyudm, Грат. 


Zatem, biorąc summy wszystkich przyciągań punktu materyalnego 
, © уе y 5 
przez nieskończenie małe cząstki ciała, albo przez punkta mate- 
ryalne danego układu, mamy 


X=—fus(r —a)dm, Y=fuydm, L =fuszdm. 
Owoż, na mocy wiadomej własności środka ciężkości, 
Isim = 0," Iyem = t Ит 05 
więc, nazywając M massę ciała przyciągającego, otrzymujemy 
X === Me MOG уло 


Ztąd TWIERDZENIE : Gdy ciało, albo uktad punktów materyalnych, 
przyciąga punkt materyalny w położeniu jakiemkolwiek, proporcyonal:: 
nie do odległości, przyciąganie jest takie samo jak gdyby cała massa 
przyciągająca była zjednoczona w swoim środku ciężkości. 


PRZYCIAGANIE ELLIPSOID. 


164. Dowiedziemy najpierwej kilku twierdzeń potrzebnych do 
wykładu przyciągania ellipsoid. 

Powierzchniami spółogniskowemi nazywają się powierzchnie dru- 
giego rzędu których przecięcia główne mają spólne ogniska. Niech 
bedą a, b,c pół-osie jednej ellipsoidy; otrzymuje się równanie 
elipsoidy spółogniskowej, odniesione do tych samych osi, nazywa- 
jac 0, 0, c” jej pół-osie i kładąc 


aż — W? = ae — 0, а — е? ад — 0, уз — % — [9% 2 


albo 


MECHANIKA. i 15 
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„Кай 


a = GF EA ешн +é. 


Więc równanie ellipsoidy, spółogniskowej z ellipsoidą mająca 
pół-osie a, 0, с, jest 


"TWIERDZENIE, Przez każdy punkt przestrzeni można ogólne popro- 
wadzić trzy powierzchnie spółogniskowe z ellipsoidą daną przez 
równanie 


a? y? nE 
S+4+z=1 


Te powierzchnie przecinają się prostokątnie. 


Jakoż, w równaniu 


które przedstawia powierzchnie spółogniskowe z daną ellipsoidą, 
znieśmy mianowniki, uważając 2, у, z za ilości stałe; otrzymamy 
równanie trzeciego stopnia na / 
а2002 Ale A 0200240) (2-0) + (в? t) (024-0) 
— (a2--1) (6 Pt) (©? -|- 4) =0. 

То równanie ma wszystkie trzy pierwiastki rzeczywiste i nie- 
równe, jeśli pół-osie а, b, с są różne; albowiem, przypuszcza- 
ac >> e, 
podstawienia t=—a0, — b, — @, оо 


dają wyniki + — + =. 


Na samo spojrzenie na zmienności znaków, widzimy zaraz że 
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równanie ma wszystkie pierwiastki rzeczywiste, których wartości 
są zawarte między —a i — b, — 081—0, — e і оо. 


Trzy powierzchnie spółogniskowe, odpowiedające tym pierwiast- 
kom są różnego rodzaju. Powierzchnia odpowiedająca pierwiast- 
kowi zawartemu między — aż i — % jest hiperboloidąa o dwóch 
płachtach ; ta która odpowieda pierwiastkowi zawartemu między 
— b i — œ jest hiperboloida o jednej płachcie ; nakoniec ostatnia 
jest ellipsoidą. 


Jeśli a = б, dana ellipsoida jest obrotową około osi zw; wtedy 
powierzchnia spółogniskowa będzie 


zkąd, znosząc mianowniki, wynika równanie drugiego stopnia na £; 
2-3 (2-1) 20040) — (2-1) (24-0) =0. 


Jakiekolwiek jest a”, większe albo mniejsze od 2, rozumując 
jako wyżej, znajdziemy łatwo że pierwiastki tego równania są 
rzeczywiste; jednemu z nich odpowieda hiperboloida o jednej 
płachcie, albo o dwóch, drugiemu odpowieda ellipsoida. 


Więc dana ellipsoida ma zawsze jedną ellipsoidę spółogniskową, 
i tylko jedną, przez dany punkt przechodzącą. 

Nazwijmy teraz А, р, у pierwiastki równania trzeciego stopnia 
na ź, albo tylko A i p pierwiastki równania drugiego stopnia na /. 
Równania dwóch powierzchni spółogniskowych z daną ellipsoidą 
i przechodzących przez punkt М№(2, у, z), będą 


а? s" Га zp 22 = 
a э BA ód ° 
ny a 2? 


ME = 05 
Р р; ыз Ep + я 4 
ztąd, odciągając stronami, otrzymujemy 


y? 


а? JE зый zez A— p) =0; 
(FEFA (исра К FEET" 
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a ponieważ pierwiastki równań na 2, trzeciego stopnia, albo dru- 
giego, są nierówne, musi być 


22 


2 


арага (а) ETETA 


Owoż, to równanie znaczy że, w punkcie M, normalne do dwóch 
powierzchni uważanych są prostopadłe między sobą; więc po- 
wierzchnie spółogniskowe, przechodzące przez jeden punkt, przeci- 
паја się prostokątnie. 

165. Dwa punkta M(x, y, z), M(w, у, 2) na dwóch ellipsoidach 
spółogniskowych nazywają się odpowtedającemi, gdy ich spółrzędne 
są proporcyona'ne do pół-osi równoległych, to jest gdy 


Z lego określenia wynika równanie 


dıdydz_ dadydz! 
abc C abc ” 


р 


które dowodzi że, w dwóch ellipsoidach spółogniskowych jedno- 

+ . 4 . . 
rodnych, massy dwóch cząstek nieskończenie małych odpowieda- 
jacych są proporcyonalne do wieloczynów trzech osi. 


"TWIERDZENIE. Odległość dwóch punktów wziętych na dwóch ollip- 
soidach spółogniskowych jest równa odległości ich punktów odpowie- 


dających. 


Jakoż, weżmy dwa jakiekolwiek punkta M(x, у, 2) i №1, у, 20) 
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na jednej ellipsoidzie, punkta im odpowiedające na ellipsoidzie 
spółogniskowej będą 


UNS _ Ty? — 2 m Ta К „уу?— у? 
MN — NI ) = (2—0) 71 00—02) т 


aż А 
-2 
9 1 Z—4 
 — е? y 
+(6- 0). 
Ale a2 — а= {2 — У®%-—= ‹? —‹?; 


co daje 
Gr 9,9 — ma а® y? z2 21? y? 212 a: 
MN*— NM = (02 — a (++ a EE | =0; 
więc 
MN = NM. 
DZIAŁANIE ELLIPSOIDY NA PUNKT WEWNĘTRZNY. 
166. Niech będzie ellipsoida o trzech osiach nierównych 2a, 20, 2с, 


jednorodna i gęstości р, która przyciąga punkt wewnętrzny K(a, f, у 
mający massę и; jeśli nazwiemy 2, у, z półrzędne punktu przycią- 
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gajacego M, składowe całego przyciągania przedstawią się przez 


Х = fm J [ буй, 


Y=fw Г f [жаг dzdydz, 


езй f J a Í z =? агуй, 


Wyraźmy te składowe przez spółrzędne biegunowe, biorąc ich 
początek w punkcie przyciąganym К i zachowując równoległość 
osi prostokątnych, to jest czyniąc 


© =rdosó0 + a, y=rwstódosy--8,  z=rwstówsty +y, 


gdzie r, 0, % mają wiadome znaczenie (157). 


Po czem, uważając że w układzie spółrzędnych biegunowych 
objętość cząstki nieskończenie małej ma za miarę r?wst6drdady, 
otrzymujemy 


Мос К) f ystodosodrdody, 
1 Д f J wst? дов 074844, 
J є 


| 


\ "AE tw | f | wseowstidrda. 


Granice całkowania są : dla p od 0 do 2%, dla 6 od 0 do r, 
Ша r od 0 aż do wartości odpowiedającej punktowi powierzchni 
ellipsoidy. 


Zcałkujmy najpierwej względem » pierwszą formułę, będziemy 
mieli 


R [т 
X = fto ji f rwstódos Odódy. 
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Aby znaleźć wartość » w funkcyi 8 i 4, wyraźmy równanie 
ellipsoidy przez spółrzędne biegunowe; będzie 


= а)? тв op: + p) sę pam PO — 0; 
1 е 


ztąd, jeśli dla skrócenia położymy 


__ dos” , №512 dosy , wsteówst 
ЫГ ЗЕЕ ыйы. гє 
M—=* Owsty 

с? 


050 , Bwstódosy | y wst 
Mice ów 


otrzymamy 4 
Lr? 4 2Mr — N = 0. 


To równanie ellipsoidy, drugiego stopnia na r, ma oczywiście 
dwa pierwiastki rzeczywiste i znaków przeciwnych; pierwiastek 
dodatny sam jeden przystoi naszemu zadaniu, jego wartość jest 


_—M+VM?-FLN 
=. 


Więc, podstawiając tę wartość, mamy 


i M2_LIN 
сутун J J p wstødosodad? + fep y ү VAR ELN лао. 


Druga podwójna całka jest zero. Albowiem, kąt 0 bierze war- 
tości spełniające © i т — 0, a kąt y wartości Y i m + y; 
z podstawienia takich kątów wynika że L zachowuje tę samą war- 
tość, a zaś M zmienia tylko znak, N jest niezmienne ; zaiem części 
nieskończenie małe, składające drugą podwójną całkę, będąc ро 
dwie równe i znaków przeciwnych, niszczą się. Zostaje więc tylko, 
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podstawiając wartość dla M w pierwszej całce, 


ye Eht pint S= dos 0 dos ydódhh 


f eey +e f J R. 


Ale dwie ostatnie całki podwójne są zero, z przyczyny wyżej 
wskazanej. Więc zostaje nareszcie 


> не = dos?9d6dy 


Dość teraz zeałkować względem 6 od 0 do z podwajając wynik, 


bo części składające tę całkę są równe po dwie; względem 4 dość 


zcałkować także od 0 do z: ale mnożąc wynik przez 4. Co daje 


287 __ Sf uga dei wst та 


Aby wykonać całkowanie względem 4, uważajmy że ilość L może 
wziąć następującą postać 
L = | sę do sy БЕ =» ууз; 


а? 


podstawiając tę wartość i czyniąc styy = £, mamy 


8 [со ji 2 „ш dt В 

X=— wstó 10520019 WZA NACE JIRA NTT © 
aè (40520 , wst? dos?9 , wst?0 

i J ( а + ja ү 


а? È 
ткай, całkując względem £, otrzymujemy 


hrfuga 2 wst6 1050/0 
wałka W: UE җе. 
dos , wsê@\? /dos wst? 
ж күт 

a 


а? @ È 
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Połóżmy teraz 1050 = u, będzie 


X hrf pędca 1 użdu 
=— A 
a 


a jeśli jeszcze nazwiemy A i X excentryczności dwóch ellips głów- 
nych, to jest jeśli, przypuszczjąc a < b < е, uczynimy 


B= 


. с> — a 
ә p 

5) À 1 
g” 


== )? 
а? š 


znajdziemy ostatecznie 


I яа 
) са: трос. ийи 


Ta całka jest elliptyczna 


Składowe Y i Z mogą się wyprowadzić ze składowej X. Jakoż, 
gdybyśmy byli wzięli za kąt 6 kąt promienia wodzącego 7 osią OY, 
rachunek składowej Y byłby się różnił od rachunku składowej X 
samą tylko wzajemna przemianą liter a i b; więc ze składowej X 
wywiedziemy składowę Y, zamieniając a na b i nawzajem; tym 
sposobem, oznaczając przez о dos0 i kładąc B zamiast «, mamy 


am hrf poach t v*dv 
—— ATE 


Owoż, 
й—@_ £ се а (0 — д) 8—2 
[А] RA тз jp E тшт 
więc 
— {шаб pr vdv 
Y=— Е 73% W у, ЛАТ ami 
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To wyrażenie może się uprościć. Albowiem, zachowując te same 
granice całkowania, można położyć 


+ 


2),2 
ĄCE saa sów с 
1 1-+%e Ryż 
со daje 
1 0? ser] Ryż а 1 
Пати 1422 14р” 
с 93 (2 BEĘ . Już 1 + Xu? 


ри Ema = TĘPE" 


EE pasieki, 
ШЕ 


Podstawiając te wartości, będzie 


p 0% пее a Li 1 u?du Р 
(L+ 82): (1 эз 
0 


Zupełnie podobnem przekształceniem znajdziemy 


Jais хіцер a олу SE M 
(зла sts 
0 


Nakoniec, zważając że 


NE № 


1138=1--—— = 
A mo 2 2 
1+B=1-— = == 


otrzymujemy, dla trzech składowych przyciągania, następujące 
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wyrażenia 
| LL"! lrfyędca 1 udu 
* | Мазаи тат’ 
ү 1/08 ("аш Eni 
(2) Ary jara". (уи Раат ра) 
0 
| PANN т/ирбеу ый, > ИЫ 
| aż „UPRAWIE Га Рази) 4 эш) * 


Jako widzimy, spółrzędne а, 8, у punktu przyciąganego nie 
wchodzą do całek; każda składowa przyciągania, jakie ellipsoida 
jednorodna wywiera na punkt materyalny wewnętrzny, jest propor 
cyonalna do spółrzędnej równoległej tego punktu, i zbliża go do 


środka. 


Powyższe formuły stosują się do przyciągania punktu wewnętrz- 
nego, jakkolwiek jest mała jego odległość od powierzchni elipsoidy. 


Tym formułom można dać kształt symetryczniejszy. Połóżmy; 


jako czyni JACOBY, 


będzie 


du = — 


z. 
2(aż —L 5)? 


Podstawiając te wartości, otrzymamy ostatecznie 


АШ Irfa = dt 


236 ROZDZIAŁ V. 


ү a С ! dt 
Je АИ 
z=— lwy ° dt | 


0 a 


167. DZIAŁANIE WARSTWY ELLIPSOIDALNEJ NA PUNKT WEWNĘTRZNY. 
Przypuśćmy, w formułach (2), że osie ellipsoidy zwiększają się pro- 


, муи 1 бе, 
poreyonalnie albo zmniejszają; ponieważ stosunek a" excentry- 


czności 22, X? nie zmieniają się, składowe X, Y, Z przyciągania 
zoslają te same. Więc, przydając albo ujmując ellipsoidzie war- 
stwy spółśrodkowe jednokładne, nie zmienia się bynajmniej jej 
działania na punkt wewnętrzny. L 


Ztąd wynika ważne twierdzenie podane przez NEWTONA : 


Warstwa ellipsoidalna jednorodna, albo złożona z warstewek jedno- 
rodnych zawartych między dwiema powierzchniami ellipsoidalnemi 
spółśrodkowemi jednokładnemi, nie wywiera żadnego działania na punkt 
leżący wewnątrz jej powierzchni mniejszej. 


Tego twierdzenia łatwo dowieśdź geometrycznie. Niech będzie 
punkt K wewnątrz mniejszej powierzchni warstwy ellipsoidalnej : 


poprowadźmy przez ten punkt stożek nieskończenie cienki, i przy- 
puśćmy że rozmiary mn, m'n’ są nieskończenie małe względem roz- 
miaru mm’, W tem założeniu, objętości obydwóch części stożka mają 


PRZYGIĄGANIE POWSZECHNE. 237 


podstawy które mogą być uważane jako proporcyonalne do kwadra- 
tów odległości od jego wierzchołka К. Оҳо, w ellipsachfspółśrod- 
kowychjednokładnych odcinki tej samej siecznej, zawarte między 
ich obwodami, są równe; zatem objętości dwóch części slożka, 
mając jeden rozmiar równy, są proporcyonalne do kwadratów tych 
odległości. Nadto, ponieważ warstwa ellipsoidalna jest jednorodna, 
albo złożona z warstewek jednorodnych, przyciąganie dwóch części 
stoźkowych w każdej warstewce są równe; a że mają kierunki 
przeciwne, więc czynią sobie równowagę. 


"Twierdzenie NewroNA stosuje się do elektryczności. W tym 
przypadku, uważając że grubość warstwy, zawartej między dwiema 
ellipsoidami spółśrodkowemi jednokładnemi, jest maximum przy 
wierzchołkach największej ze trzech osi, pojmuje się łatwo że płyn 
elektryczny, albo działacz elektryczny, gromadzi się w tych wierz- 
chołkach, i temwięcej im ellipsoida jest bardziej wydłużona. 


TWIERDZENIA TVOREGO I MAKLAURINA. 


168, Umiejąc rozwiązać zagadnienie przyciągania jakie ellipsoida 
jednorodna wywiera na punkt będący wewnątrz niej, albo na jej po- 
wierzchni, można do tego przypadku sprowadzić przyciąganie 
przez ellipsoidę punktu zewnętrznego. Służą ku temu dwa sławne 
twierdzenia które znać należy. Jedno podał MAKLAURIN, a dowiódł 
go tylko w przypadku szczególnym; drugie znalazł Ivory. Damy 
najpierwej dowodzenie ostatniego, z którego łatwo i ogólnie wy- 
wodzi się pierwsze. 


"TWIERDZENIE TvOREGO. Przyciągania jakie dwie ellipsoidy spół- 
ogniskowe nawzajem wywierają, równolegle do każdej osi, na dwa 
punkta odpowiedające położone na ich powierzchniach, mają się jako 
wieloczyny dwóch ost prostopadłych do każdej składowej. 


Niech będą a, b, c pół-osie elipsoidy jednorodnej która przyciąga 
punki zewnętrzny К mający spółrzędne о, Ё, у; nazwijmy 2, у, 2 
spółrzędne punkta przyciągającego M tej ellipsoidy. Jeśli, nie wy- 
łuszczając ustawy przyciągania, oznaczymy ogólnie przez F(r) przy- 
ciąganie wzajemne dwóch jedności massy па odległość r jedna 
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od drugiej, składowa X tego przyciągania wyrazi się przez 


A= ef S [T ——— Чуй. 


Owoż, 


В) 7— de =F(rdr = d.y(;); 


jeśli więc zcałkujemy względem z, nazywając ry, ra odległości 
punktu K od punktów które leżą zarazem na powierzchni ellipsoidy 
i na graniastonie równoległym do osi <», mającym rzut dydz na 
płasczyznie YZ, otrzymamy 


Х=њ { i JI #їт\) — g(r) ау. 


Wyobraźmy sobie teraz, przechodzącą przez punkt przyciągany К 
ellipsoidę spółogniskową z ellipsoidą przyciągającą, і nazwijmy 
a, 0, © jej pół-osie; składowa X' przyciągania jakie ta idealna 
ellipsoida, tej samej gęstości p со pierwsza, wywiera na punkt K’ 
leżący na powierzchni pierwszej ellipsoidy i odpowiedający punk- 
towi K, ma za miarę 


X! = pp J J | glr) —ę(r's) (dy dz, 


W tem wyrażeniu 27, у, z! oznaczają spółrzędne punktu przy- 
ciągającego М” drugiej ellipsoidy, >л, 7 odległości punktu K' 
od dwóch punktów leżących zarazem na jej powierzchni i na gra- 
niastonie równoległym do osi ж”, mającym rzut dydz' na płas- 
czyznie yz. Owoż, піс nie przeszkadza brać za M punkta takie, 
żeby punkta skrajne graniastonu całkowania względem «', w skła- 
dowej” X”, były odpowiedającemi punktów skrajnych graniastonu 
całkowania względem œ w składowej X; wtedy będzie 


bie! 
у =н P= гу.  dydz = W ję WE 


PRZYCIĄGANIE POWSZECHNE. 239 


Więc, jeśli podstawimy te wartości, znajdziemy 


7 "ofi be bie! 
не Гев 


Ztąd wnosimy 


A." SĄ 00 
X = р 
Yoja. а 
T= e” 
а 
Z ergo 


Te trzy równości wyrażają twierdzenie /vory, które, jako widać 
z dowodzenia, jest niezależne od ustawy przyciągania. 


Za pomocą twierdzdnia Ivory, przyciąganie ellipsoidy wywarte 
na punkt zewnętrzny przywodzi się do przyciągania jakie ellipsoida 
spółogniskowa, przechodząca przez punkt przyciągany, wywiera па 
punkt wewnętrzny odpowiedający. 


469. Ważne następstwo tvierdzenia Ivory. Niech będą dwie sfery 
spółśrodkowe jednorodne, mające promienie a, A;  oznaczmy 
przez Р natężenie z jakiem sfera A przyciąga punkt materyalny m 
leżący na powierzchni sfery a wewnętrznej, przez p natężenie przy- 
ciągania jakie sfera a wywiera na punkt A leżący na powierzchni 
sfery otaczającej А. 


Na mocy twierdzenia /vory, będzie 


zkąd 


wynik niezależny od ustawy przyciągania. Owoż, jeśli chcemy mieć 
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ustawę przyciągania taką, żeby warstwa sferyczna jednorodna nie 
wywierała żadnego działania na punkt leżący wewnątrz jej po- 
wierzchni mniejszej, trzeba żeby działanie P sfery A na punkt m 
było niezależne od promienia A; dopełni się tego warunku biorąc 


gdzie б jest ilością stałą. W tem założeniu, działanie sfery jakiejkol- 
wiek na punkta zewnętrzne jest w stosunku odwrotnym kwadratów 
ich odległości od środka tej sfery. A że można przypuścić sferę tak 
małą jak się podoba, ta sama ustawa przyciągania daje także przy- 
ciąganie jakie jeden punkt materyalny wywiera na drugi. Ztąd wa- 
żny wniosek : 


Jedyna ustawa przyciągania, wedle której warstwa sferyczna jedno- 
rodna nie wywiera żadnego działania na punkta leżące wewnątrz jej 
powierzchni mniejszej, jest ustawa naturalna przyciagania w stosunku 
odwrotnym kwadratu odległości. 


170. TWIEEDZENIE MAKLAUMINA. Dwie ellipsoidy spółogniskowe 
jednorodne wywierają па ten sam punkt zewnętrzny działania propor- 
cyonalne do swych mass i w tym samym kierunku. 

То twierdzenie może się wyprowadzić jako następstwo z twier- 
dzenia /vorego, które się stosuje do wszelkiej ustawy przyciągania. 


Niech będą X, Y, Zi X, Y, Z! składowe przyciągania punktu 
zewnętrznego K(a, B, у) przez dwie ellipsoidy spółogniskowe, mające 
pół-osie a, b, c ìi a’, b, с'; nazwijmy Xi, Yi, Z, składowe przyciąga- 
nia jakie trzecia ellipsoida spółogniskowa, mająca pół-osie а, бу, сү 
i przechodząca przez punkt przyciągany K, wywiera na punkt od- 
powiedający К’ wzięty na pierwszej ellipsoidzie i mający spółrzędne 
A у 24 ут. Ур nakoniec, oznaczmy przez X», Yə, Za składowe 
а, bi Ci 
przyciągania punktu K przez tę trzecią ellipsoidę. 


Na mocy twierdzenia /vorego, тату 
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Owoż, dla każdego punktu wewnętrznego, składowe przyciągania 
ellipsoidy sa proporcyonalne do spółrzędnej ны tego 
punktu (formuły 2); co daje 


la 
X а а Yı b Zi Г 
ЕЕЕ ` SZT] 7 == —. 
9 а а, ә 1 40) ĉi 


Te równania wyrażają twierdzenie Makłaurina, które jest praw- 
dziwe dla wszelkiej ustawy przyciągania. 


DZIAŁANIE KLLIPSOIDY NA PUNKT ZEWNĘTRZNY. 


171. Do wyrachowania składowych przyciągania jakie ellipsoida 
jednorodna wywiera na punkt materyalny zewnętrzny, użyjemy 
twierdzenia IvoRzGo. 


Niech będa a, b, е pół-osie ellipsoidy która przyciąga punkt 
zewnętrzny K(a, f, у), i a, W, с pół-osie ellipsoidy spółogniskowej 
© przechodzącej przez ten punkt. Składowe X”, Y, 2 przyciągania 
jakie ta ostatnia wywiera na punkt odpowiedający K' (a, 6, у) wy- 
rachowane wede formuł (2), są 

MECHANIKĄ. 16 
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хш hrfppb'c'a ; użdu ; 
a” p2 п AF 2) PRE: 
=. 2 с — а" 
1 + e) (1 + u) 
R 2) 
Үй Пт e'h l użdu > 
a а? 3 1 
/ Z = MA gr = 
(1 = b 5 Е e) (1 + г = S wè) 
а? 
0 \ \ 
z __ ибро су pr d u 
PTB a = 


(+: POCZ „p 


Owoż, z przyczyny że ellipsoidy są spółogniskowe, mamy 
02 — a? = P — (2, P а = 0 — e; 


jeśli więc położymy 


co daje 0 i Z dla granic całkowania względem v, i jeśli potem 


pomnożymy trzy składowe X, Y, Z odpowiednio przez 
бб a ab 
Be” uc" (0) 
otrzymamy, na mocy twierdzenia IvonEGo, składowe przyciągania 
jakie dana ellipsoida wywiera na punkt zewnętrzny K. Te składowe 
będą, zachowując literę u zamiast v, 


uważając że ао! = аа, БВ =b, су! = су, 
] » SQ 7 


а 
Аер hrfugbca U пи 
=ч а? 1 L 
J (1 -E Aa) (0-4 ли)? 
2 
h bel a ди 
(3) PW == — TERENEM 
и у и отеу 
а 


ушы пт [робу a w du 
"e Ча EA 
| у (1 + 2и) (1 Xu)" 
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Niewiadoma «a jest jedną z pół-osi ellipsoidy spółogniskowej 

z дапа i przechodzącej przez punkt przyciągany ; zatem wyznaczy 
się wartość a” przez równanie 


б у sA | 


^ 4 
aż 
RT трата: риту (а нусга дү: тету д 


То równanie daje zawsze jedną tylko wartość dodatną dla ar; 
bo przez dany punkt jedną tylko ellipsoidę spółogniskowa z daną 
ellipsoida poprowadzić można (164). 

172. Jeśli punkt przyciągany znajduje się na powierzchni ellipsoidy 
przyciągającej, wtedy a! =a, i druga granica całek jest 1; co się 
zgadza z formułami (2), i sprawdza je w przypadku gdy punkt przy- 
ciągany leży na powierzchni ellipsoidy przyciąganej. i 

Jeśli punkt przyciągany jest wewnątrz ellipsoidy przyciągającej, 
trzeba uważać samo tylko działanie ellipsoidy spółśrodkowej jedno- 
kładnej, przechodzącej przez ten punkt. Aże wartości odpowiedające 
stosunkowi д i excentrycznościom ), X! w ellipsoidzie jedno- 
kładnej są te same co w ellipsoidzie danej, składowe X, Y, Z 
wyrażają także działanie ellipsoidy na punkt wewnętrzny. Więc for- 
muły (3) obejmują formuły (2), i są ogólne. 


173. Powyższe formuły ogólne wyprowadzają się wszystkie 
trzy z jednej całki która wchodzi do pierwszej. Jakoż, połóżmy 


a 

iiyaa. użdu ь 

I SRi 
‚1 HREP (4 Hae 


jeśli zróżniczkujemy tę całkę względem у, będzie 


I 


a 


BA a użużdu 
dh, жузе Жн еру EU 
M H Xu?) (1 +22) 
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u? „ih 1 ч 


podstawiając tę wartość, mamy 


a a 


dF a udu a użdu 
Gre iron Та элү ӨЙ? 
a wF A p rf ‚ 0Ha aA 


g 


за udu МЕ 3 а 
PŁ, ы = 6 БЕ =. 
NA 1,272 Ф 
о EFP) (1 + A?) 


уез т[рбс n 
ДИ йт gi dw 


Więc 


рон а ЭЕ 


(4) | Ү = 
| 


aż dA 5 
УТЕ. Nrefyębcy а. МЕ 
сҮ a? Gr 


Gdy dana ellipsoida jest obrotową, całki elliptyczne które dają 
przyciąganie przywodzą się do funkcyj kołowych albo logaryt- 
micznych. 


174. Ellipsoida obrotowa spłasczona. Jeśli k=c>a, mamy 
ellipsoide obrotową około osi «ów, spłasczoną przy biegunach ; 
wtedy A = А, i składowe przyciągania stają się 


gu теорі Т | udu? 
aż) 


aż 


сты ЧА. 
: ё) рар 
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Je 
| a = z f'a — Teran = Te” p г ди — łuk sty Xu), 
ii s ET эз ЕЕ, za | ы „ łuk styłw. 
Więc 
| Sfr may 
Ч | =; a = = (uk sty? А. „Eri 


Trzeba uczynić а' = а, gdy punkt przyciągany leży na powierzchni 
ellipsoidy albo wewnątrz. Jeśli ) = 0, elipsoida staje się sferą, 


ale formuły (5) biorą kształt + wiadomym sposobem znajduje 


się łatwo prawdziwą wartość, która się zgadza z odpowiedającym 
przypadkiem przyciągania sfery. 


175. Ellipsoida obrotowa wydłużona, Jeśli a = b < с, ellipsoida 
jest obrotową około osi z%w, i wydłużoną ku biegunom: wtedy A=0, 
i formuły (3) stają się 


Р РИУ ШЙ эт аи 
a ШЕ W a A 
KET 

a 


7 ДЕО rfusly а użdu с 
zaj а 3 
NERO 


Owoż, mamy 


u udu wyi Е rae туң? 
оше za ala (ул узш) 
Ја = ie —ga logu „үг нә) 
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a jeśli, uważając że 
[= —" | ч (W ARES), 
SE A og (Wu u? 
Jo Гару 4 Аа? g1 А + ү 


weźniemy pochodnę względem X, będzie 


ГД и 201 
А — == а loghu -+ үл + u) — 
9 


Е ате 
0 
Zatem 
KIE OW ee sie | ха Ма 
a Bro Wa 15 — log а + a) 
(6) ыы 


ҮШ 
GE / 
Jeśli przypuścimy c = а czyli X = 0, ellipsoida stanie się sferą, 


Po l С. » Xa? Ww 
śm r CH IET уг: „+ 


\ 


wtedy formuły (6) wezmą kształt R ale ich prawdziwa wartość, 


znaleziona wiadomym sposobem, zgadza się z tą która odpowieda 
uważanemu przypadkowi. 


Teorya przyciągań ellipsoid zajmowała najsławniejszych Mate- 
matyków, których genialne prace są zaszczytem ludzkiego rozumu. 
W niedawnych czasach, PP. CHASLES i LEJEUNE-DMICHLET ogłosili 


znamienite pamiętniki. Dajemy wyciąg z pracy ostatniego na końcu 
tomu. 


176. Uważajmy teraz przyciąganie jakie wywierają na siebie wza- 
jemnie dwa ciała rozmiarów skończonych. Oznaczmy przez £, у, 
spółrzędne jakiegokolwiek punktu pierwszego ciała, przez 2', y', z! 
spółrzędne także jakiegokolwiek punktu drugiego ciała, przez r 
odległość tych dwóch punktów materyalnych, przez dm, dm! ich 


massy ; składowe wzajemnego przyciągania rzeczonych punktów 
będą 


f z — 2 dmdm', (ego? z 5 dmdm', 
p 
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Te trzy siły cząstkowe, rozciągnięte do wszystkich punktów ma- 
teryalnych które składają dwa ciała nawzajem się przyciągające, 
dadzą składowe wynikowej przyciągań i składowe dwojanu prze- 
niesienia, wyrażone przez sześciórne całki 


"rtf" 
ЛЕ 
ШЕ” 
н 


Jeśli trójmian LX -- МҮ -} NZ = 0, całe wzajemne przyciąga- 
nie przywodzi się do jedynej wynikowej, i oba ciała ciążą jedno ku 
drugiemu w linii prostej ; w przypadku przeciwnym, te dwa ciała 
będą miały dążność do obracania się jedno około drugiego. 


Ale całkowania powyższych równań, nawet w szczególnych przy- 
padkach, przedstawiają wielkie trudności. Musimy więc poprzestać 
na jednym z najprostszych przykładów, i uważać tylko przyciąganie 
wzajemne dwóch ciał s'erycznych jednorodnych albo złożonych 
z warstew sferycznych spółśrodkowych jednorodnych. Niech będzie 
tedy M massa jednej z dwóch sfer i O jej środek, M’ massa drugiej 
sfery i O! jej środek. Wiemy (159) że przyciąganie jakie sfera О 
wywiera na jakikolwiek punkt P’ sfery О” jest takie samo jak gdyby 
cała massa M była zjednoczona w jej środku 0. Owoż, działanie 
punktu О mającego massę M na każdy punkt sfery 0/ jest równe 
i przeciwne działaniu każdego z ty punktów na punkt О; zatem 
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wynikowa działań punktu О na wszystkie punkta sfery ©’ jest 
równa i przeciwna wynikowej wszystkich działań punktów tej sfery 
na punkt О. Ale, jakośmy powiedzieli, przyciąganie sfery О” wy- 
warte na punkt O jest takie samo jak gdyby cała massa M’ była 
zjednoczona w jej środku О/. Ztąd wynika że wzajemne przyciąganie 
dwóch sfer jest to samo co przyciąganie ich środków О, О/ w któ- 
rychby ich massy M, M’ były zjednoczone; więc to przyciąganie 
1 

wyraża się poprostu przez ca R znaczy odległość 00". Co 
daje twierdzenie 


Dwie sfery jednorodne, albo złożone z warstew jednorodnych gęstości 
jakichkolwiek, których wszystkie punkta przyciągają się proporcyonalmie 
do mass i w stosunku odwrotnym kwadratów ódległości, wywierają 
jedna na drugą takie samo działanie jak gdyby massa każdej była 
zjednoczona w jej środku. 


Za pomocą szali tarcia, zmierzono ilość przyciągania dwóch sfer, 
których znano massę i odległość ; tym sposobem potrafiono wyzna- 
344 
1010 , 
i kilogram za jedności. (Zobacz Leçons de Mécanique analytique par 
VAbbć Moreno. Paris 1868.) 


czyć wartość spółczynnika /, і znaleziono że f= biorąc metr 


DYNAMIKA 


RUCH PUNKTU MATERYALNEGO. 


ROZDZIAŁ PIERWSZY 


ZASADY I OKREŚLENIA. 


177. Po równowadze ciał, w naturalnym porządku przychodzi teo- 
rya ich ruchu. Ale kwestya ruchu ciał naturalnych jest wieloraka, 
i przedstawia różnego rodzaju trudności których przezwyciężyć 
wszystkich od razu nie można. Aby więc uprościć ze wszech miar 
zawiłe zagadnienie ruchu, musimy najpierwej przypuścić ciała 
przywiedzione do pojedyńczych punktów materyalnych, to jest, 
nie zważając na ich rozmiary, i usuwając niektóre utrudniające oko- 
liczności, wyłożyć teoryę ruchu punktów materyalnych pod dzia” 
łaniem sił które są do nich przyłożone. Nabywszy dokładnej wiedzy 
ruchu układów idealnych, będziemy dopiero w stanie wyłożyć teo- 
ryę ruchu ciał naturalnych w całej rzeczywistości, i przyjść do po- 
znania ustaw tego ruchu. Zresztą, takie widzenie rzeczy jest logiczne 
i w powszechnem używaniu. Kiedy mówimy że kula rzucona 
w przestrzeń przebiega linię krzywą, uważamy tę kulę jako punkt 
materyalny, to jest jakoby była przywiedziona do swojego środka 
ciężkości w którymby cała jej massa została zkoncentrowana. Wy- 
rażamy się w takim samym sensie, gdy mówimy że ziemia i inne 
planety opisują ellipsy około słońca. To jasno pokazuje że teorya 
ruchu punktów materyalnych jest nietylko metodycznie konieczna, 
ale jeszcze użyteczna przez siebie samą ; nią się teraz zajmiemy. 


178. Wiedza czasu nie daje się sprowadzić do żadnej wiedzy 
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prostszej, dlatego też czasu określić nie można. Ale można i trzeba 
określić równość czasów, aby mieć miarę trwania ruchu. Pojmujemy 
łatwo że dwa przeciągi czasu sę równe, jeśli dwa tosame ciała, 
znajdujące się zupełnie w tych samych okolicznościach, przebiegają 
przestrzenie równe w tych przeciągach. Со ma istotnie miejsce, 
gdy upuszczamy. z jednej wysokości, w dwóch epokach różnych, 
jedno ciało ciężkie, albo dwa tosame ciała ciężkie; te ciała, pod 
działaniem ciężkości, spadają w czasach równych na powierzchnię 
ziemi. Wiedza równości czasów prowadzi do wiedzy stosunku, 
spółmiernego albo niespółmiernego, dwóch czasów jakichkolwiek. 
Jednością czasu, ogólnie przyjętą, jest sekunda. 


RUCH JEDNOSTAJNY. 


179. Ruch punktu materyalnego nazywa się jednostajnym, gdy 
ten punkt przebiega przestrzenie równe w czasach równych, jak- 
kolwiek małe są te czasy. To znaczy że w ruchu jednostajnym drogi 
przebieżone są proporcyonalne do czasów. А 


Wszelki ruch który nie jest jednostajny nazywa się ruchem zmien» 
nym. Między ruchami zmiennemi trzeba odróżnić ruch okresowy, 
albo okresowo jednostajny, w którym przestrzenie przebieżone 
w czasach równych są równe; ale te czasy są określone, stałe, i nie 
mogą być tak małe jak się podoba. Różne ruchy, które się nam 
wydają jednostajnemi w naturze, są rzeczywiście ruchami jedno- 
stajnie okresowemi ; jako, naprzykład, chód zwierząt, obrót pozorny 
słońca około ziemi, posuwanie się skazówek zegaru ; еіс. 


Ruch jednostajny albo zmienny może być prostolinijny albo 
krzywolinijny. Ruch prostolinijny i jednostajny jest najprostszy ze 
wszystkich ruchów i służy za wyraz porównania. 


180. Ruchy jednostajne różnią się między sobą większą albo 
mniejszą bystrością albo powolnością każdego z nich. Naturalną 
miarą stopnia bystrości albo powolności ruchu jest droga którą 
punkt materyalny przebiega w jedności czasu ; tę drogę nazwano 
prędkością tego punktu. 


Zatem, prędkością punktu materyalnego w ruchu jednostajnym jest 
stosunek przestrzeni przebieżonej do czasu użytego na jej przebieżenie. 
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Tak określona prędkość jest liczbą oderwana, wyrażoną przez 

stosunek liczb które mierzą przestrzeń przebieżoną i czas. Ale zwy- 

kle czas jest uważany jako liczba oderwana, i wtedy prędkość jest 

linią, a trzeba się domyślać przebieżoną w jednej sekundzie; ztąd 

wynika że punkt którego prędkość jest wyrażona liczbą 1 przebiega 
jedność długości w jedności czasu. 


Widzimy, wedle tych określeń, że liczba wyrażająca prędkość 
zależy od jedności czasu i odjedności długości; jest ona tem większa 
im jedność czasu większa, a zaś tem mniejsza im jedność długości 
większa. Ale stosunek prędkości w dwóch ruchach jednostajnych 
zostaje stały gdy się zmienia te jedności w stosunku jakimkolwiek. 
Jakoż, nazwijmy ai a! prędkości dwóch ruchów jednostajnych. 
Jeśli jedność czasu staje się m razy większa, te prędkości staną 
się ma i та!, i będzie 


Jeśli zaś jedność długości stała się п razy większa, prędkości wy- 


, 
P : W” G . 2 
rażą się przez — i —, i będzie 
ny m 


БЕЛЕЕ 
| 


Te uwagi o wpływie różnych jedności na prędkość są niezbędnie 
potrzebne do rozpoznania jednorodności formuł Mechaniki. 


181. RÓWNANIE RUCHU JEDNOSTAJNEGO. Gdy punkt M porusza się 
na linii prostej albo krzywej АС, wedle ustawy jakiejkolwiek, jego 
odległość od punktu stałego O, wziętego za początek na tej linii, 


B 
paea у 
AŻ A 


x 


jest funkcyą czasu upłynionego od pewnej ugodnej epoki. Oznaczając 
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przez ¢ ten czas, przez s odległość OM, będzie ogólnie 
(1) в); 
kształt funkcyi f(/) zależy od ustawy ruchu. 


To równanie daje w każdej chwili położenie punktu ruchomego M 
na linii AC, i dlatego nazywa się równaniem ruchu tego punktu. 


Owoż, w ruchu jednostajnym, punkt M, przebiegając przestrzeń a 
w jedności czasu, przebiegnie przestrzeń at w jakimkolwiek czasie ż; 
więc, jeśli oznaczymy przez В położenie punktu M w czasie £=0, 
inazwiemy b odległość OB, otrzymamy równanie ruchu jedno- 
stajnego 


s=at 4b. 


Znalezione równanie, linijne między sit, będzie przedstawiało 
wszelki ruch jednostajny, jeśli ilościom s, a, 4, b nadamy znaki 
więcej albo mniej, stosownie do przypadku. I tak, ilości 4 i s są 
dodatne albo odjemne, wedle położenia punktów B i M zjednej 
albo z drugiej strony początku О, Prędkość a, która wyraża prze- 
strzeń przebieżoną w jedności czasu, powinna być uważana jako 
dodatna albo odjemna, według jak kierunek ruchu idzie w jedną 
stronę albo w stronę przeciwną. Nakoniec, trzeba uważać czas jako 
dodatny albo odjemny, według jak odpowieda ruchowi odbyterzu 
po umówionej epoce albo przed tą epoką. Tym sposobem, nazywa- 
jac v prędkość, mamy, do wyrażenia ustawy ruchu jednostajnego, 
dwa ogólne równania 


s=al + b 
(2) 


W == 


Wszystkie zagadnienia ruchu jednostajnego rozwiązują się za 
pomocą teoryi linii prostej, Aby to jaśniej pokazać weżmy przykład. 


182. ZAGADNIENIE I. Znając położenie punktu ruchomego w dwóch 
epokach danych, i wiedząc że jego ruch na linii znanej jest jednostajny, 
znaleźć równanie tego ruchu. 
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Niech będą 5, s” odległości dwóch wiadomych położeń punktu 
ruchomego M od punktu О, wziętego za początek na linii wiadomej ; 
t', t” czasy upłynione od chwili początkowej aż do chwil odpowie- 
dających tym dwom położeniom. 


Mamy ogólne równanie ruchu jednoslajnego 
З= 07 | b. 


To równanie powinno się sprawdzać przez ilości wiadome £, /”, 
s', s”; co daje 


S= 0 4-Б і s = а +b; 
ztąad wynika 
s — 9 =a(t — t) i s — t! = alt —t'). 
Więc, dzieląc stronami dwa ostatnie równania, otrzymujemy 
szukane równanie ruchu 


1 ao A 
s 


s— s AA 1—1), 
$ 5 7 ( ) 
Prędkość tego ruchu jest 
s! = s” 
= [ШҮ 9 


183, ZAGADNIENIE ÍT. Punkt leżący na równiku przebiegaw 24 godzi- 
nach okrag którego promień ma 6811946 metrów ; jaka jest jego pred- 
kość na sekundę ? | 


Мату $ = 2т.63779%6® i £= 864007; 
wiec 


- 4 AR 
p — 63717946M. 2. 3.1415 _ бзи, 
86100 
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184. Nim pójdziemy dalej, wyłożymy najpierwej dwie główne 
zasady, to jest zasadę bezwładności materyi, i zasadę równości dzia- 
łania i oddziaływania ; па właściwem miejscu wskażemy zasadę 
niezależności ruchu względnego od ruchu spólnego. Te albowiem 
trzy zasady są fundamentami Dynamiki. A chociaż samem rozumo- 
waniem dowieśdź ich nie można, a przynajmniej dotąd nie potra- 
fiono, i żadne doświadczenie wprost tych zasad nie ustaliło, ciągła 
zgoda teoryi na nich opartej z naturalnemi zjawiskami, jest dosta- 
tecznem zapewnieniem ich prawdziwości. 


PIERWSZA ZASADA. — BEZWŁADNOŚĆ MATERYI. Punkt materyalny 
w spoczynku nie może sam sobie nadać ruchu, ani mając ruch zmienić 
jego ustawy ; tak że, będąc raz w spoczynku zostawatby w nim zawsze, 
a będąc raz w ruchu poruszałby się jednakowo, gdyby żadna przy- 
czyna zewnętrzna na niego nie działała, 


Ta własność materyi, być bezwładną, odróżnia ją od jestestw 
żyjących które posiadają samodzielność i poruszają się własnowolnie. 


Wyraz bezwładność nie powinien nigdy być rozumiany w znaczeniu 
niemoc. Bezwładność nie wyraża bynajmniej żeby materya nie była 
zdolna działania; wiemy albowiem że wiele sił pochodzi właśnie 
z działania jakie cząstki materyalne wywierają jedne na drugie. Ale, 
jeśli jest widoczne że jedno ciało może mieć w drugiem siłę która 
mu ruch nadaje, albo jego ruch modyfikuje, to niemniej oczywiste 
że żaden punkt materyalny nie posiada w sobie samym przyczyny 
własnego ruchu, chociaż może działać na inny punkt materyalny 
jako przyczyna ruchu. Jeśli więc punkt materyalny porusza się 
w przestrzeni, a żadna siła zewnętrzna na niego nie działa, jego ruch 
musi być prostolinijny i jednostajny. Bo rzeczywiście niema żadnej 
przyczyny, żeby ten punkt ruchomy zmieniał kierunek odebranego 
ruchu raczej w jedną stronę niż w drugą, albo jego prędkość przeina- 
czał. Wprawdzie tak się nam rzeczy nie przedstawiają w naturze; 
ruchy które dajemy ciałom na powierzchni ziemi zwolniają się 
stopniowo, i nakoniec ustają; zdaje nam się nawet że ciała zatrzy» 
тија się same z siebie. Jednakże, przypatrzywszy się bliżej, spo- 
strzegamiy zaraz że, jeśli te ruchy, wszczęte na powierzchni ziemi, 
ustają po pewnym czasie, to dlatego że na nie działają siły których 
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usunąć nie możemy. I tak, ciężkość, tarcie, opór powietrza, i t. d. 
wpływają na wszystkie ruchy ciał ziemskich, i niszczą ich prędkość. 
Widzimy nadto że, gdy ciało, ile można wolne, odebrało popęd, to 
przez pewny czas zachowuje ruch jednostajny i w linii prostej, a 
ten ruch trwa tem dłużej im przeszkody które się mu opierają są 
mniejsze. Takim jest naprzykład ruch kuli toczącej się na płasczyznie 
poziomej, dobrze wygładzonej. Ta płasczyzna niszczy działanie 
ciężkości; a im mniejsze przeciwstawi tarcie, tem dłużej kula za- 
chowuje odebrany ruch jednostajny i prostolinijny. Ztąd logicznie 
wnieść możemy że, gdyby punkt ruchomy, niepodległy żadnej sile, 
odebrał popęd i nie spotykał żadnej przeszkody, jego ruch byłby 
jednostajny i prostolinijny. 


Bezwładność pokazuje się wydatnie w różnych zjawiskach. I tak, 
możdzież nabity zawiera bombę do której jest przywiązany powróz, 
a część tego powrozu leżąca na ziemi ma ze dwadzieścia metrów 
długości, Dają ognia, bomba wylata i powróz się urywa. Dlatego 
że część powrozu zostająca na ziemi zachowała swój stan spo- 
czynku. 


Osoba stoi na statku który płynie jednostajnie ; jeśli statek uderzy 
o jaką zawadę, ta osoba zostaje jakoby pchnięta naprzód, w stronę 
ruchu ; i może nawet być gwałtownie obalona, na mocy prędkości 
nabytej którą zachowuje. 


Jeśli zaś osoba stoi na statku który jest w spoczynku, a statkowi 
raptem nadano ruch, osoba zostaje pchnięta wył, właśnie z przy- 
czyny prędkości zero którą ma w tej chwili. 

Wysiadając z powozu, podczas gdy on jeszcze w ruchu, jeśli się 
go nie trzymamy możemy upaśdź w stronę ruchu; bo, w chwili 
gdy nasze stopy zatrzymają się przez zetknięcie z ziemią, ciało 
posiada jeszcze prędkość którą miało spólną z powozem. 

Tym sposobem, gdy koń zatrzymuje się nagle w biegu, niedo= 

ym 5] say \ 8 8 
świadczony jeździec który na nim siedzi upada na jego szyję. 

Так samo, gdy okręt w biegu uderza o skopuł, jego maszty 
zachowując nabytą prędkość łamią się. 


Na bezwładności opiera się sposób osadzenia siekiery na topo= 
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rzysku. Włożywszy właściwy koniec toporzyska w siekierę, uderza 
się żywo drugim końcem o jaką twardą zawadę, o mur. Siekiera, 
która nabyła prędkości toporzyska, posiada ją jeszcze gdy topo- 
rzysko się zatrzymuje ; zbliża się więc do muru przez całą krótką 
chwilę w której toporzysko już w spoczynku. Tym sposobem 1оро- 
rzysko wbija się coraz więcej w siekierę. 


185. DRUGA ZASADA. RÓWNOŚĆ DZIAŁANIA I ODDZIAŁYWANIA. Oto na 
czem polega ta zasada spostrzeżona przez NEWTONA. 


Jeśli na punkt materyalny A działa siła wypływająca z punktu 
materyalnego В, to nawzajem z punktu A wypływa siła która działa 
na punkt В. Te dwie siły таја kierunek linii prostej AB, są sobie 
równe i wprost przeciwne; jedna z nich sprawia działanie a druga 
oddziaływanie. 


Przeciwieństwo działania i oddziaływania nie pokazuje w którą 
stronę punkta А і В nabierają dążności do ruchu. Skutek zobopól- 
nego działania tych dwóch punktów materyalnych może być taki 
sam jak gdyby między niemi było wzajemne przyciąganie, albo 
wzajemne odpychanie ; w pierwszym przypadku oba punkta zbliżają 
się do ѕіері>, w drugim się oddalają. 


Magnes w położeniu stałem przyciąga żelazo ruchome, na przy- 
kład zawieszone na nici; a jeśli przeciwnie magnes jest ruchomy 
a żelazo w położeniu stałem, oddziaływanie żelaza przyciąga magnes, 
Jeśli zaś magnes i żelazo są oba ruchome, na przykład oba zawie- 
szone, albo oba pływające na czółenkach, wtedy każdy z nich 
przyciąga drugi. А 


Gdy osoba ciągnie sznurek przywiązany do gwoździa utkwionego 
w murze, ten gwóźdź oddziaływa przez sznurek na jej rękę; i to 
oddziaływanie może ją skaleczyć, jeśli działanie przejdzie pewną 
granicę. 


Osoba stojąca na desce opartej w obydwóch końcach na słupkach; 
jeśli chce podskoczyć, wznosi się na palcach stóp, i szybkim ruchem 
z góry na dół pcha nogami deskę która, pod tem działaniem, ugina 
się najpierwej; ale zaraz potem oddziaływa i odpycha osobę z dołu 
do góry, nadając jej żądaną prędkość. · 
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Człowiek swoim chodem, na gruncie poziomym, rozwija dwa 
działania ; jedno poziome, powstające wtedy tylko gdy ciężar czło- 
wieka sprawia na gruncie dostateczne tarcie które wstrzymuje idącego 
od pośliznięcia się wtył ; drugie działanie jest pionowe. Dwa oddzia- 
ływania, przeciwne tym dwom działaniom, pchaja człowieka na- 
przód i jakoby go podnoszą. 


Działanie poziome staje się widocznem gdy człowiek wykonywa 
chód na lekkim wózku, stojącym na gruncie gładkim. Ten wózek 
loczy się w stronę przeciwną chodu. 


186. PRĘDKOŚĆ w RUCHU ZMIENNYM. W ruchu zmiennym przestrze- 
nie przebieżone przez punkt materyalny nie są proporcyonalne do 
czasów użytych na ich przebieżenie ; nie można więc określać pręd- 
kości mówiąc, jako w ruchu jednostajnym, że jest przestrzenią 
przebiczoną w jedności czasu ; bo ta przestrzeń nie jest ta sama 
w kaźdej jedności czasu. Owoż, na mocy tego co poprzedza, punkt 
materyalny, mający ruch zmienny, musi być ciągle pod działaniem 
jednej siły albo kilku sił różnych ; bo inaczej jego ruch byłby jedno- 
5іајпу, Żeby wiedzieć со należy nazywać prędkością w ruchu zmien- 
nym, wyobraźmy sobie że siła sprawiająca ten ruch przestaje działać 
w pewnej chwili, od której poczynając, ruch punktu staje się jedno- 
stajnym i prostolinijnym. Otoż, nazywa się prędkością punktu rucho- 
mego, na końcu czasu t, prędkość ruchu jednostajnego jakiby ten 
punkt miał gdyby siła poruszająca działać przestała. 


To określenie prędkości punktu w ruchu zmiennym jest ogólne, 
niezależne od przebieżonej drogi; albowiem, w chwili gdy siła 
poruszająca dzialać przestaje, jakąkolwiek ruchomy punkt przebiegł 
linię, prostą albo krzywą, oddala się od niej ruchem jednostajnym 
w kierunku linii prostej. 


W ruchu zmiennym i krzywolinijnym, prędkość zmienia się spo- 
sobem ciągłym co do wielkości i kierunku. Bo wszystkie dostrze- 
gania zjawisk naturalnych dowodzą że nie istnieje żadna siła któraby 
mogła, w niepodzielnej chwili, zmienić nagle wielkość albo kie- 
runek prędkości ciała. Nie w naturze nie przechodzi raptem z jed- 
nego położenia w drugie. « Natura non facit saltus» powiedzieli 
Starożytni. 

MECHANIKA. 17 
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187. WYRAŻENIE ANALITYCZNE PREDKOŚCI. Niech będzie M punkt 
materyalny który się porusza na linii jakiejkolwiek OL, ruchem 


aeih тиз 


zmiennym. Nazwijmy s jego odległość ОМ od początku O łuków, 
i Z czas, liczony od pewnej epoki, na końcu którego ten punki 
ma położenie М; oznaczmy przez о, v' jego prędkość w położe- 
niach M, M, i przypuśćmy że przebiega przestrzeń MM == Аз 
w czasie A/. Można zawsze wziąć czas AŻ dość krótki, i temsamem 
przyrost As dość mały, żeby odd M do M, prędkość punktu 
ruchomego była ciągle rosnąca albo malejąca. Dla utkwienia myśli, 
przypuśćmy prędkość rosnącą. W tem założeniu, przestrzeń As, 
którą punkt przebiega w czasie A£ ruchem zmiennym, jest większa 
od przestrzeni vA/, Кібгару przebiegł w tym samym czasie ruchem 
jednostajnym i z prędkością v; ponieważ о jest najmniejsza ze 
wszystkich prędkości w czasie Aż. Ale przeciwnie, przestrzeń A 
jest mniejsza od przestrzeni v'A/, którąby ten punkt przebiegł 
w czasie AŻ ruchem jednostajnym i z prędkością v największą 
јака ma w tym czasie. Będzie zatem 


vat < As < ОА 
albo 
A " 
v = < v. 
= At 
Owoż, łuk s jest funbcyą ciągła czasu 4, a gdy А/ dąży do 
zera v zbliża się coraz bardziej do >; więc 


(3) уу == di 


Gdyby prędkość zmienna była ciągle malejąca w czasie Aż, otrzy- 
manoby ten sam wynik; dość tylko przewrócić znaki nierówności 
w powyższych wyrażeniach. 
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Formuła (3) jest ogólna, i daje prędkość wszelkiego ruchu tak 
jednostajnego jak zmiennego. 


Jeśli 
s=/0 
jest równaniem ruchu, punktu materyalnego, prędkość tego ruchu 
wyraża się przez pochodnę 
A 


Ruch punktu na linii OL może się odbywać w stronę łuków s 
dodatnych, albo w stronę przeciwną ; w pierwszym przypadku sto- 


sunek A jest dodatny, w drugim odjemny. Jeśli więc będziemy 


uważali prędkość za dodatną gdy punkt porusza się w stronę łuków 
dodatnych, a za odjemną gdy idzie w stronę łuków odjemnych, 
formuła (3) wyznaczy prędkość tego punktu i stronę jego ruchu. 


RUCH PROSTOLINIJNY. 


188. Najmniej trudny do pojęcia w swoich własnościach jest 
ruch prostolinijny, do którego wszystkie inne ruchy przywieśdź się 
mogą. Będziemy się teraz zajmowali takim ruchem, i, przypuszcza- 
jac że punkt M porusza się na linii prostej X'X, wedle ustawy 
jakiejkolwiek, nazwiemy «æ jego odległość OM względem po- 
czątku О wziętego na tej linii. 

Jeśli równanie ruchu jest dane przez funkcyę wywikłaną czasu 

20 == (00) 
predkość punktu ruchomego będzie v= /(0); 


a jeśli równanie jest funkcyą uwikłana czasu (а, t) = 0, 


d? 
dë s LdP p w ARE ZAP dt 
уеду + e = d ==0, Каа z = pz 1@` 

dr 


Nawzajem, gdy równanie między prędkością i czasem jest dane, 
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na przykład v= Е), zkąd dx =Ffndt; wtedy całkując ostatnie 
równanie będzie 


e = | Fodt+-«. 


Wyznaczy się statecznę dowolną С, jeśli jest wiadome położenie 
punktu ruchomego na linii Х'Х w czasie określonym, na przy- 
kład w czasie t=0. 7 

189. RUCH JEDNOSTAJNIE ZMIENNY. Tem nazwiskiem mianuje się 
ruch, najprostszy z ruchów zmiennych, w którym prędkość zmienia 
się jednostajnie, to jest tak że jej przyrosty są proporcyonalne do 
czasów. 

Niech będzie vọ prędkość początkowa, v prędkość na końcu 
czasu £; przyrost prędkości po czasie £, jest v — vo; zatem, na 
mocy określenia, będzie 


0—00, 


e 0 W 
gdzie л jest ilością stałą. Złąd wynika 
(b) v = jt + vo, 


To równanie pokazuje że w ruchu jednostajnie zmiennym pręd- 
kość rośnie ilościami proporcyonalnemi do czasu. 


Równanie (1) jest lo samo co 


dz ; 
e S ds 


zkąd, całkując, otrzymujemy 
s NE | 
5) ж = z ji + byl F ш, 
równanie ruchu jednostajnie zmiennego w linii prostej; wy Oznacza 


odciętę położenia w którem się punkt ruchomy znajduje na po- 
czątku czasu t. 
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PRZYSPIESZENIE. Ilość j, wyrażająca przyrost prędkości w jedności 
czasu nazywa się przyspieszeniem. W ruchu jednostajnie zmiennym 
przyspieszenie równa się stosunkowi przyrostu prędkości do czasu. 
Zatem przyspieszenie gra względem prędkości taką samą rolę jaką 
prędkość gra względem drogi przebieżonej. Przyspieszenie może być 
dodatne albo odjemne ; co dowodzi tylko że prędkość może rosnąć 
albo maleć algebrycznie ; ale to bynajmniej nie znaczy żeby istotnie 
było przyspieszenie ruchu albo opóźnienie raczej w jednym przy- 
padku niż w drugim. W obydwóch przypadkach ruch jednostajnie 
zmienny nazywa się ogolnie ruchem jednostajnie przyspieszonym, 
chociaż w rzeczywistości może być jednostajnie opóźniony. 


UwaGA. Różniczkując równanie (4) albo (5), znajdujemy 
_ du __ da 
PDA de” 
W dalszym ciągu dzieła zobaczymy ważność tego wyniku. 


190. Za pomocą równań (4) i (5) można dowieśdź niektórych 
własności ruchu jednostajnie przyspieszonego. Ograniczymy się na 
następującej. 


Косијас j otrzymujemy 


To znaczy że, w ruchu jednostajnie przyspieszonym, prędkość 
średnia punktu ruchomego w czasie t jest średnia arytmetyczną jego 
prędkości wziętej na początku i na końcu tego czasu. 


191. Zwykle uproszcza się równania (4) i (5), przypuszczając że 
prędkość początkowa vo jest zero, i licząc przestrzeń od punktu od 
którego się ruch zaczyna ; wtedy 
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Czyniąc w pierwszem równaniu £= 1, widzimy że, w ruchu jedno- 
stajnie zmiennym, przyspieszenie równa się dwa razy wziętej drodze 
przebieżonej w pierwszej sekundzie. 


Ciała ciężkie przedstawiają przykład tego ruchu gdy, zostawione 
samym sobie, spadają w próżni bez prędkości początkowej. Ozna- 
czając w tym razie przyspieszenie przez g i zastępując j przez g 
w formułach (6), mamy równania ruchu i prędkości 

1 


ёё == Е 02? 


Doświadczenie, wykonane ра przykład za pomoca machiny Atwooda, 
pokazuje że ten ruch odbywa się prawie dokładnie wedle teoryi. 
W Paryżu przyspieszenie у ma wartość 


g = 9m,8088 


biorąc metr za jedność długości i sekundę za jedność czasu. 


Jeśli wyrugujemy / między dwoma powyższemi równaniami, 
znajdziemy 


WYŻ V2gr. 


Та formuła daje, jako się mówi, prędkość należna wysokości £. 


SIŁY CIĄGŁE, SIŁY CHWILOWE, SIŁY STAŁE ALBO ZMIENNE. 


192. Przypuszczano dawniej istnienie dwóch gatunków sił, jedne 
które, działając przez czas mniej więcej długi, dają prędkość skończo- 
ną ale tylko w czasie skończonym, mianowano siłami ciągłemi, jako 
ciężkość, przyciąganie ; drugie które, działające jedną tylko chwilę, 
wydaja niejako odrazu prędkość skończoną, nazywano siłami chwi- 
lowemi, takiemi są uderzania. Głębsze dostrzeganie zjawisk przeko- 
nało że siły chwilowe, działające raptem, nie istnieją w naturze. 
iw samej rzeczy, żadna siła, chybaby nieskończenie wielka, nie 
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może nadać ciała prędkości skończonej, w czasie nieskończenie 
małym czyli w jednej chwili. Zaiste, siły uderzeń mogą być bardzo 
potężne i nadawać wielkie prędkości, ale niezawodnie działają 
w czasie skończonym, który zwykle jest zanadto krótki aby go oce- 
nić zdołano. Dzisiaj powszechnie uważają tylko siły ciągłe, chociaż 
jeszcze nazywają siły uderzeń siłami chwilowemi. 


Nazywa się szła stała ta która wywiera zawsze to samo działanie 
na punkt materyalny do którego jest przyłożona, jakakolwiek jest 
ustawa ruchu tego punktu. A siła której działanie zmienia się z cza- 
sem, której natężenie jest różne co chwila, ma imie siły zmiennej. 
Ta zmiana czyto wielkości czy też kierunku siły odbywa się, jakośmy 
już powiedzieli, sposobem ciągłym. Znajomość siły zmiennej przy- 
puszcza że jest wiadoma ustawa wedle której ta siła rośnie albo 
maleje z czasem; tak że, oznaczając przez P natężenie siły, 
przez ПО! funkcyę czasu, mamy, do wyrażenia działania siły w każ- 
dej chwili, równanie P=/f2). 


193. Sity wewnetrzne, sity zewnętrzne. Każdemu działaniu towa- 
rzyszy oddziaływanie równe i przeciwne ; ale siły które je wydają 
nie wchodzą zawsze obie razem do jednego zagadnienia mechaniki, 
i dlatego nie zawsze obie są do uważania. Ztąd potrzeba rozróżnienia 
dwóch gatunków sił. Przypuśćmy w tym celu że punkt materyalny A 
jest jednym z punktów stanowiących układ materyalny którym 
się zajmujemy: jeśli drugi punkt maleryalny В należy także do 
tego samego układu, siła która działa na punkt A i wypływa 
z punktu В jest szłą wewnętrzną. Jeśli zaś punkt В nie jest częścią 
układu materyalnego którym się zatrudniamy, wtedy siła pocho- 
dząca z punktu В i przyłożona do punktu A jest siłą zewnętrzną. 


Jedna i ta sama siła może grać jużto rolę siły wewnętrznej już też 
rolę siły zewnętrznej, według przypadku. I tak, jeśli uważamy na 
przykład ruch ciała spadającego na ziemię, przyciąganie którego 
jedna z jego cząstek doznaje od jakiejkolwiek cząstki ziemi jest 
siłą zewnętrzną ; a przeciwnie, jeśli uważamy ruch układu utwo- 
rzonego z całej ziemi i z ciał znajdujących się na jej powierzchni 
albo w sąsiedztwie, to samo przyciąganie jest siłą wewnętrzną. 


Siły wewnętrzne moga czasem znikać w równaniach mechaniki. 
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Jakoż, jeśli zrzutujemy na jednej osi wszystkie siły działające na 
punkta danego układu, w summie algebrycznej rzutów nie figurują 
siły wewnętrzne; albowiem, będąc równe po dwie i wprost prze- 
ciwne, mają rzuty na tej osi równe i znaków przeciwnych które się 
niszczą. Wprawdzie każdej sile zewnętrznej odpowieda także siła 
równa i przeciwna ; ale ta siła, nie będąc przyłożona do żadnego 
z punktów których uważamy równowagę albo ruch, nie wchodzi da 
równań których szukamy. 


191. TRZECIA ZASADA. NIEZALEŻNOŚĆ RUCHU WZGLĘDNEGO OD RUCHU ` 
SPÓLNEGO. Ruch punktu materyalnego odniesiony do punktów które 
są także w ruchu, nazywa się ruchem pozornym albo wzgłędnym ; 
ruch rzeczywisty tego punktu w przestrzeni jest ruchem samoistym. 

Między siłą która działa na punkt materyalny i przyspieszeniem 
wynikającem z jej działania istnieje oczywiście związek. Ale ten 
związek opiera się na zasadzie niezależności ruchu względnego od 
ruchu spólnego, której dowieśdź samem rozumowaniem, jakośmy 
już powiedzieli, nie zdaje się rzeczą możebną; przedstawia się ona 
jako czyn nabyty doświadczeniem i sprawdzający się ścisłą zgodą 
swoich następstw z postrzeganemi zjawiskami. Oto wysłowienie 
zasady : 


Jeśli punkta materyalne М, N, Р, Q poruszają się w przestrzeni, 
wedle linij prostych równoległych, z prędkością stałą albo zmienną, ale 
spólna wszystkim w każdej chwili tak że się zdają tworzyć układ nie- 
zmienny, i jeśli jeden z tych punktów, jako M, zostaje poddany sile 
która nie działa na inne ; wtedy ruch względny punktu M, w po- 
równaniu z innemi punktami, będzie taki sam_jak gdyby ruch spólny 


nie istniał a punkt wychodził ze spoczynku 'pod działaniem tej samej 
siły. 


M Ё ТЕ 


Tym sposobem па statku, który płynie ruchem jednostajnym, 
wszystkie ruchy względne które wykonywamy, albo nadajemy cia- 
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łom majacym razem z nami ruch spólny, sa żupełnie takie same 
Jacy p y, Sa 
jak gdyby statek był w spoczynku. 


Z zasady niezależności ruchu względnego od ruchu spólnego 
wynika ważne następstwo : 


Jeśli punkt materyalny, majacy prędkość nabyta, zostaje poddany 
sile działajacej w stronę jego ruchu, ta siła nada punktowi, po pewnym 
czasie, przyrost prędkości równy właśnie prędkości któraby mu udzie- 
liła, w tym samym czasie, gdyby wychodził ze stanu spoczynku. 


Jakoż, niech będzie punkt materyalny M, poruszający się jedno- 
stajnie na linii prostej z prędkością v. Przypuśćmy że, w czasie 0 
który następuje po czasie ź, siła Р wywiera na ten punkt dzia- 
łanie skierowane w stronę jego ruchu; oznaczmy przez 6 przestrzeń 
którąby punkt przebiegł pod działaniem siły gdyby wychodził ze stanu 
spoczynku, i przez u = а prędkość którejby nabył w tym samym 
czasie. To uczyniwszy, uważajmy jednocześnie punkta М, N, Р, Q 
które się poruszają jednostajnie z prędkością о na jednej prostej, 
albo na prostych równoległych. Każdy z tych punktów przebiega 
w czasie 6 przestrzeń vð. Owoż, па mocy zasady niezależności 
ruchu względnego, punkt M, do którego samego tylko jest przyło- 
żona siła Р, wyprzedzi ilością č wszystkie inne punkta idąc 
w stronę ich ruchu; więc punkt M przebiegnie w czasie 0 prze- 
strzeń 


20 -+ Ё. 


Ztąd wynika że prędkość punktu М па końcu czasu 0 będzie 
d бк Pago 
4609-9 =" to~’ ay 


Co dowodzi że siła P, działająca na punkt M w ruchu, powięk- 
szą jego prędkość nabytą v ilością u równą właśnie prędkości 
jakaby mu nadała gdyby wychodził ze stanu spoczynku. 


Pojmujemy łatwo że, jeśli punkt M, mający prędkość nabytą v, 
jest poddany sile P która działa w stronę przeciwną jego ruchu, 


. 
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ta prędkość zmniejszy się ilością u, to jest stanie się v— u na 
końcu czasu Ө. 

То wszystko razem dowodzi że 


Skutek działania siły na punki materyałny w ruchu jest niezależny 
ad prędkości poprzednio nabytej. 


Ten wniosek jest przyjęty przez wielu autorów jako postulatum, 
i uważany za jedna z ustaw Dynamiki. 


Przypuśćmy teraz że na punkt M, mający prędkość v, działają 
dwie siły Р, P' na końcu czasu /, w kierunku ruchu i przez 
czas 0; przypusćmy jeszcze że ten punkt wychodząc ze spoczynku, 
pod działaniem samej siły Р, przebiegłby przestrzeń 2 i nabyłby 


prędkości _ a pod działaniem siły P' przebiegłby prze- 
PZ 221 А z 
strzeń ё i nabyłby prędkość w = 26 * То założywszy, wyobraź- 


my sobie że na końcu czasu /, wychodzą z położenia M dwa 
punkta materyalne, mające oba prędkość », jeden poddany 
sile P, drugi dwom siłom Р і P' jednocześnie działającym. Pier- 
wszy przebiegnie w czasie 6 przestrzeń vð- č; drugi, w tym 
samym czasie, na mocy zasady niezależności ruchu względnego, 
wyprzedzi pierwszy ilością £. Ztąd wynika że punkt M, mający 
prędkość v i poddany działaniu jednoczesnemu dwóch sił P, P’, 
albo działaniu jednej siły równej ich summie P -b P', przebiegnie 
przestrzeń 


004-54 6 
w czasie 0. Więc, na końcu tego czasu, jego prędkość będzie 


d dE Р 
„++ 15 = -pu + u. 


Jeśli P=P' przyrost prędkości będzie 2u. 


Podobnem rozumowaniem dowiedzie się że siła P —P' nadaje 
punktowi М w czasie 0 przyrost predkości wyrażony przez u — w, 
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Ztąd wnieść należy że działanie jednoczesue dwóch sił w tym 

samym kierunku, na jeden punkt materyalny udziela jego prędkości 

przyrost niezależny od prędkości nabytej, i równy summie dwóch 

prędkości któreby ten punkt pobrał gdyby, w stanie spoczynku, był 
kolejno poddany działaniu każdej z dwóch sił przez czas 0. 


To twierdzenie przyjęte przez jednych jako postulatum, przez 
drugich jako wynik doświadczenia, stanowi ZASADĘ albo raczej 
USTAWĘ niezależności skutków sił działających na jeden punkt mate- 
ryalny. Rzeczona ustawa jest to samo w gruncie co przyjęta zasada 
niezależności ruchu względnego od ruchu spólnego, i tak się ogólnie 
wysłowia : 


Gdy kilka sit działa na ten sam punkt materyalny, każda z nich 
sprawia taki sam skutek jak gdyby działała sama jedna. 


Z tego cośmy dotąd wyłożyli widać jasno że siła, stała z wielkości 
i kierunku, działająca na punkt maleryalny w ruchu, powiększa 
albo zmniejsza jego prędkość ilościami proporcyonalnemi do czasu; 
daje więc przyspieszenie stałe, to jest nadaje temu punktowi ruch 
jednostajnie przyspieszony i prostolinijny. 


WAŻNA UWAGA. Przyjęliśmay jako pewniki trzy fundamentalne za- 
sady na których opiera się cała Mechanika rozumowa. 


PIERWSZA ZASADA. Bezwładność materyt. 
DRUGA ZASADA. Równość działania i oddziaływania. 


TRZECIA ZASADA. Niezależność skutków sił działających na jedno 
ciało. 

Te zasady nie są przez się oczywiste, ale ich pewność nie podlega 
wątpliwości, bo ustawy materyalnego świałta niezaprzeczalnie je 
potwierdzają. 


195. PROPORCYONALNOŚĆ SIŁ DO PRZYSPIESZEŃ. Przypuśćmy że punkt 
materyalny M, bez prędkości początkowej bierze ruch, pod działa- 
niem siły P stałej z natężenia i kierunku; nazwijmy у przyspie- 
szenie tego ruchu który będzie jednostajnie przyspieszony i prosto- 
linijny. Nazwijmy tak samo J' przyspieszenie ruchu który ten sam 
punkt M weźmie w tych samych okolicznościach, pod działaniem 
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siły P' także stałej z natężenia i kierunku. Znając ustawę niezależno- 
ści skutków sił, łatwo okazać że siły stałe Р, Р’ są proporcyonalne 
do przyspieszeń j, j. 


Jakoż, jeśli siły P, Р’ są spółmierne, niech będzie siła f ich spólną 
miarą, tak że P = nf i P'=n'f; nim sa liczby całkowite. Na- 
zwijmy k przyspieszenie które siła f, działająca sama nadałaby 
punktowi materyalnemu M ; na mocy ustawy niezależności skutków 
sił, n sił f które składają siłę P dadzą przyspieszenie wyrażone 
przez nk, i będzie у = nk; tak samo, siły f w liczbie n', skła- 
dające siłę Pr dadzą przyspieszenie j' = n'k. Więc 


Jeśli siły Р, P’ są niespółmierne, można zawsze wyobrazić siłę Р” 
spółmierną z siłą Р i tak mało różną od siły Р’ jak się podoba. 
Nazywając у” przyspieszenie siły Р”, będzie 


AE, 
p” ына 1 T 
więc 
(7) gr. р = gr. albo p= ; 


Zostaje tym sposobem dowiedzione że siły stałe mają się jako 
przyspieszenia jakie nadają temu samemu punktowi materyalnemu, 
działając na niego każda osobno. 


Та proporcya, stanowiąca główne twierdzenie Dynamiki, spraw- 
dza się łatwo przez doświadczenie. I tak, wiadomo że ciężkość 
nie ma tego samego natężenia w różnych miejscach powierzchni 
ziemi, i że ciężar ciała zmienia się z jednego miejsca na drugie, 
w stosunku natężeń tej siły. Otoż, doświadczenie pokazuje właśnie 
że, gdy ciało spada w tych różnych miejscach, stosunek jego cię- 
żarów jest równy stosunkowi przyspieszeń. 


196. MASSY PUNKTÓW MATERYALNYCH. Niech będzie ciało położone 
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na płasczyznie poziomej, mogące się na niej poruszać bez larcia, albo, 
mówiąc ściślej, z tarciem bardzo małem. Jeśli chcemy dać ruch 
temu ciału, musimy wydobyć z siebie pewne wysilenie; a jeśli 
do jednego ciała dołączymy drugie, trzecie, i t. d., і zechcemy 
układowi dwóch, trzech,... ciał nadać ten sam ruch co pierwszemu 
ciału, musimy wydać coraz większe wysilenie. Jednakże materya 
nie przeciwstawi żadnego oporu do ruchu, i najmniejsza siła zdolna 
ja w ruch wprowadzić, byle nie było zewnętrznej przeszkody. 1 tak, 
jeśli ciało jest zawieszone na jednym końcu sznurka którego drugi 
koniec został utkwiony, bardzo mała siła może mu ruch nadać; 
chociaż w tym stanie ciało nie jest zupełnie wolne, albowiem siła 
ciężkości i sztywność sznurka zawadzają ruchowi. Gdy poruszamy 
jakie ciało, mamy uczucie wysilenia, i zdaje nam się że to ciało 
opiera się ruchowi. Ale wiemy że, na mocy zasady równości dzia- 
łania i oddziaływania, ciało któremu ruch nadajemy wywiera na 
nas oddziaływanie równe i przeciwne naszemu działaniu ; otoż wła- 
śnie to oddziaływanie sprawia nam uczucie wysilenia którego do- 
znajemy, biorąc je mylnie za opór materyi. 


Ztąd, że trzeba większego albo mniejszego wysilenia aby nadać 
ten sam ruch różnym ciałom, wnieść należy że te ciała nie zawierają 
16] samej ilości materyi. Tak przychodzimy do wiedzy massy ciała. 


Mówi się że dwa punkta materyalne таја massy równe, gdy 
poddane kolejno działaniu tej samej siły odbierają od niej to samo 
przyspieszenie, Ze zjednoczenia dwóch, trzech,... punktów mate- 
ryalnych, mających równe massy, tworzy się punkt materyalny 
którego massa jest podwójną, potrójną,... massy każdego z nich. 
Pojmujemy tym sposobem punkta materyalne mające massy wie- 
lowne. 


197. PROPORCYONALNOŚĆ 51, ро MAss. Niech będą dwie siły P, P 
które, działając na dwa punkta materyalne mające massy m, m, 
udzielają im lo samo przyspieszenie. Przypuśćmy że te dwa punkta 
materyalne wynikają ze zjednoczenia punktów materyalnych таја- 
cych massę p, i niech pierwszy zawiera л tych punktów, drugi w; 
będzie 


m = һр, m= пр. 
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Rozłóżmy siłę Р na n sił f, isiłę P' na w sił f’, lak żeby było 
Р == шу; KZ 


Jeśli teraz do u punktów maleryalnych które składają punkt ma- 
jacy massę m, przyłożymy siły / równe i równoległe, jedną do 
każdego, te punkta wychodzące ze spoczynku przebiegną w tym 
samym czasie, i z prędkością spólną, linie proste równe i równole- 
głe. Zalem, nic się nie zmieni w ruchu wszystkich razem punktów, 
jeśli je przypuścimy połączone między sobą tak żeby stanowiły 
układ bryłowy; ponieważ te punkta, nie rozdzielając się w ru- 
chu kiedy są wolne, tworzą już same z siebie układ niezmienny. 
Tym sposobem będzie tylko jeden punkt materyalny mający mas- 
sę m. Z drugiej strony, wszystkie siły f, równe i równoległe 
działające w jedną stronę, mogą być zastąpione przez wynikowę P, 
która jest równa ich summie, równoległa do ich kierunku, i przy- 
łożona do środka massy m. Ta wynikowa nada całemu układowi 
taki sam ruch jaki on ma pod działaniem sił f, przyłożonych do 
wszystkich jego punktów. Więc siła f daje massie р takie samo 
przyspieszenie jakie siła P daje massie m. 

Dowiedzie się podobnie że siła /” nadaje massie р takie samo 
przyspieszenie jakie siła P’ udziela massie m. Owoż, z założenia 
siły P, P’ dają massom m, m równe przyspieszenia ; więc siły f, f 
dają także massie р równe przyspieszenia ; zatem są równe. Ztąd 
wynika ргорогеуа 


8) p = = 


która pokazuje że siły stałe P, P’ mają się јако massy m, m’ któ- 
rym udzielają to samo przyspieszenie. 


198. ZWIĄZEK MIEDZY SIŁĄ, MASSA I PRZYSPIESZENIEM. Niech będą 
dwie siły stałe P, P” które, przyłożone do dwóch punktów mających 
massy m, m, nadają im przyspieszenia у, у'. Aby znaleźć związek 
jaki istnieje między sześcioma ilościami Р, Р”, m, m, у, J'/, weźmy 
siłę P” taką, żeby przyłożona do punklu mającego massę m na- 
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dawała mu przyspieszenie j'. Na mocy równań (7) i (8) będzie 


p 

p” рее 7 
Pi m 
P” m 


Z tych dwóch proporcyj, pomnożonych przez siebie, wynika 
trzecia 


która pokazuje że siły stałe mają się jako wieloczyny z mass punk- 
tów na które działają, przez przyspieszenia jakie im nadają. Albo 
innemi słowy : Dwie sity stałe mają się jako wieloczyny z mass do 
których są przyłożone, przez prędkości jakie im nadają w tym samym 


czasie. 


Ostatnia proporcya dowodzi że, gdy siła stała P działająca na 
ciało massy m nadaje mu przyspieszenie j, można wziąć za miarę 
jej natężenia wieloczyn mj z massy m przez przyspieszenie у; ale 
trzeba za jedność massy obrać massę ciała które, pod działaniem 
siły wziętej za jedność nabywa przyspieszenia wziętego ze jedność. 
Tym sposobem równanie (9) daje miarę siły stałej P 


(10) Р ==» 


11056 косит. Wieloczyn mw, z massy m ciała przez prędkość о 
spólną wszystkim jego punktom, nazywa się złością ruchu tego ciała. 

Formuła (10) pokazuje że siła stała jakakolwiek ma za miarę ilość 
ruchu jaką wydaje w jedności czasu. 

Так zwane siły chwilowe mierzą się zwykle ilościami ruchu 
z przyczyny niemożebności dokładnego ocenienia niezmiernie krót- 
kiego czasu przez który działają. 

199. Dawniej myślano że ciężkość działa z natężeniem zmiennem 
na ciała różnej natury. GALiLEvsz okazał doświadczeniem że ciała 
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spadające, na jednem miejscu ziemi i z jednej wysokości, nabywają 
zawsze tej samej prędkości na kańcu tego samego czasu, jakakol- 
wiek jest ich istota, massa i kształt ; co dowodem że ciężkość działa 
jednakowo na wszystkie ciała. Pokazał on nadto że, jeśli rzeczy nie 
tak się dzieją w naturze, przyczyną tego jest opór powietrza, albo 
ogólniej środka w jakim się spadek ciał odbywa. 


Wynika zaraz z tego doświadczenia że ciężary dwóch ciał, będąc 
siłami stałemi które dają to samo przyspieszenie g, są proporcyo- 
nalne do mass tych ciał. Więc dwa ciała jakiekolwiek, jednorodne 
albo różnorodne, mające ciężary równe mają massy równe. Przed 
Galileuszem wyprowadzić tego wniosku nie było można. 


Nazwijmy Р ciężar ciała mającego massę m; ten ciężar, lo 
jest siła sprawiająca spadek ciała, nadaje mu ruch w którym przy- 
spieszenie jest g. Więc, na mocy tego co poprzedza, będzie 


(11) РЕ 00: 


Możemy teraz wyznaczyć jedność massy która nie jest dowolna 
gdy jedność siły (gramm albo kilogram) i jedność przyspieszenia (metr) 
zostały obrane. Jakoż, z ostatniej formuły wynika 

р 
т == – ; 
7 
со pokazuje że massa m będzie równa 1 gdy ciężar P będzie miał 
tyle grammów ile przyspieszenie g zawiera metrów. Tym sposobem 
w Paryżu jednością massy jest massa ciała które waży 96r,80868, 
ponieważ y = 9,8088. Jeśli ciało mające ciężar Р w Paryżu ma 
ciężar P’ w innem miejscu, przyspieszenie jego ruchu będzie miało 


U 
wartość g' różną od g. Owoż, wiemy (195) że А = a ; więc massa 


ciała będzie zawsze wyrażona przez tę samą liczbę w jakiemkolwiek 
miejscu ją wyznaczono, ale ciężar jedności massy będzie miał g 
grammów zamiast 4. 

Oznacymy przez V objętość, przez D gęstość ciała jednorodvego 
którego massa jest m i ciężar P; będzie 


у= ур; Р = mg = VDg. 
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200. Formuła (10), rozciąga się do sił zmiennych. Niech będzie 
punkt materyalny M, mający massę m, który się porusza na linii 


W. иудей м № Т 


ЖАГ 


prostej XX” pod działaniem pewnej siły zmiennej. Oznaczmy przez æ 
odciętę ОМ położenia M jakie ten punkt zajmuje na końcu czasu /, 
przez v jego prędkość w tej chwili, i przez P natężenie siły poru- 
szającej. Można zawsze wziąć przeciąg czasu A£ dość krótki aby, 
gdy punkt ruchomy przechodzi z położenia M do położenia sasie- 
dniego M, natężenie siły poruszającej było ciągle rosnące albo 
ciągle malejące. Dla utkwienia myśli, przypuśćmy je rosnące i na- 
zwijmy P’ jego wartość w М”, Przyspieszenia punktu ruchomego 
у Мі М będą = i S , а jego prędkość na końcu czasu At 
odbierze przyrost Av. Owoż, gdyby siła poruszająca zachowała przez 
cały czas A£ natężenie P jakie ma w M, prędkość punktu rucho- 
mego pod działaniem takiej siły stałej powiększyłaby się na końcu 


. r. ЖЕ r 
czasu AŻ ilością ay ; tak samo, przyrost prędkości byłby а At, 
m 


gdyby siła miała od M do M’ natężenie które posiada gdy punkt 
ruchomy zajmuje położenie M'. Ztąd wynika że 


р р, 
A < Ао < —Ał 
m m 
albo 
P Av P’ 
m At m` 


A zatem, przechodząc do granic, ponieważ gr. P’ = Р, bedzie 


E dv 
m dt’ 
Кай 
dv 
(12) р =" 
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Więc ogólnie, szła działająca na punkt materyalny ma za miarę 


wteloczyn massy tego punktu przez przyspieszenie jakie mu nadaje. 


Formuła (12) dająca miarę siły jakiejkolwiek, stałej albo zmiennej, 
może jeszcze wziąć inny kształt. Jakoż, uważając że 


ú dm gii шїп 
КЕЛАТ 
otrzymujemy : 
GE 11) dx dv dv 
13 PM › — рар Мр, 
i: ҮР шш а de "dz 


Te trzy kształty wyrażające natężenie siły są użyteczne stosownie 
do funkcyi która daje tę siłę. 

Z powyższych formuł wynika że natężeniu Р siły trzeba dać znak 
-- albo —, według jak ta siła zwiększa albo zmniejsza odciętę 
punktu ruchomego. 


Nazywa się siła poruszajuca punktu materyalnego ta która je 
М 1 b dv 
przyłożona do jego massy m ; miarą tej siły jest mę albo т JE 5 ' 


Siłą przyspieszająca jest siła działająca na jedność massy ; jej miarą 
: dv а еа Ме 
jest — albo ~ ; ale zwykle przez skrócenie te ostatnie ilości 
: dt dè 


nazywają się przyspieszeniem. 


Uwaga. Z formuły (12) wynika 


m = —– 


dv’ 
dt 


to pokazuje że miarą massy punktu materyalnego jest stosunek siły 
poruszającej ten punkt do przyspieszenia jakie mu nadaje. 


201. Gdy punkt materyalny jest pod działaniem siły mającej kie- 
runek prędkości początkowej, jego ruch jest prostolinijny, i równa- 
nie różniczkowe tego ruchu jest dane przez jedną z trzech formuł 
(12) i (13). Całkowanie równania różniczkowego przedstawia mniej 
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więcej trudności, według jak funkcya wyrażająca natężenie siły 
jest mniej albo więcej zawiła; siła albowiem może być ogólnie 
funkcyą trzech ilości 4, 2, v. Przestaniemy tu na treściwem wska- 
zaniu całkowania, gdy siła będzie dana w funkcyi jednej tylko ze 
trzech zmiennych £, 2, 0; zagadnienia które w ciągu dzieła rozwią- 
żemy dopełnią reszty. Mamy na teraz tylko trzy różne przypadki 
do uważania. 

1° Jeśli wartość siły P jest wyrażona w funkcyi czasu £, 
Р = FE: 


wtedy równanie różniczkowe ruchu będzie 


: Ё x di. 5 ете 
Mnożąc obie strony przez — i całkując, znajdziemy 
т ы 


dx EV 

ea l sA EM 

р = + =] NOdt = 0; 

v wyraża prędkość punktu ruchomego która odpowieda warto- 


ści £==0. Oznaczmy przez Ф(4) wartość dla taka żeby było 


= = +(ё). 


dł 
Jeśli pomnożymy przez dt obie strony tego równania i potem 
zcałkujemy, otrzymamy ostatecznie 
°T 
£ = to + | Ф041 
0 
równanie ruchu, w którem w, znaczy wartość dla œ odpowieda- 
jaca na 4=0. 
20 Dana siła jest funkcyą odciętej s 


РАД) 
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Równanie różniczkowe ruchu które mamy całkować wyraża się 
przez 


mw z == fa) 


Mnożąc przez = obie strony i całkując, otrzymujemy 
m 
‹ sua [д 
Изд ы 4 fiada. 
MJo 


Z tego równania wyprowadzamy wartość dla v, którą oznaczamy 
przez 


A 
dg = PZ). 


= 
| 

-е 

8 
4 
= 
© 


Więc całkując jeszcze, znajdujemy 
SB) - 
о F(x) 
3° Jest dane 
Р = f(v). 


W tym przypadku równanie różniczkowe ruchu będzie 


Каа wyciągamy 


_ mdv Ё 


7 
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to 
ә 
—1 


Qałkując mamy 


; v dv 

m TYSZ Ы 

Jo f(v) 

Jeśli można rozwiązać to równanie na о, będzie 
v = (t) albo 1 — g(t). 


Ostatnie równanie zcałkowane daje równanie ruchu 


* 
ш == +- |! Gltjdt. 


Można postępować inaczej. Weźmy równanie różniczkowe ruchu 


modv __ 
dal! 
które daje 
Куны mvdv 
А) 


Ztąd wywodzimy, całkując, 


a wyd 
c=t+- Д) 70) ` 


Jeśli teraz, między ostatniem równaniem і pierwszem zeałkowa- 
nem, wyrugujemy ilość v, otrzymamy równanie na < ić. 

Na zastosowanie wyłożonych formuł, weźniemy kilka przykładów 
ruchu prostolinijnego. 

202. PIERWSZY PRZYKŁAD. Ruch ciał ciężkich w próżni. 

Z przyczyny podwójnego ruchu ziemi, i z innych okoliczności 
o których później będzie mowa, ciała ciężkie w próżni nie spadają 
w linii prostej, i ciężkość nie jest siłą stałą ani z natężenia ani 
z kierunku. Przypuszczając więc jedno i drugie, rozwiążemy zaga- 
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dnienie ruchu idealnego który nie istnieje w naturze ; ale rachunek 
będzie zawsze użyteczny jako przybliżenie, bo ten ruch nie wiele się 
różni od prawdziwego ruchu ciała na powierzchni ziemi. 


Uważajmy najpierwej spadek ciała ciężkiego. Przez ruch ciała ro- 
zumiemy tu ruch jego środka ciężkości w którym przypuszczamy 
zkoncentrowaną całą miassę m tego ciała. Ponieważ, w tym przy- 
padku, według uczymionych założeń, jedyną siłą poruszającą jest 
ciężar mg „ciała, mamy zaraz równanie różniczkowe ruchu 


dv 
z == 0, 


m = mg albo 
П I ok sa BOŚ 


zkad, całkując, wyprowadzamy formułę 


(1) v= w + gł, 
w której vo wyraża prędkość jaką ciało posiada na początku czasu £. 
Owoż, v = д ; podstawiająctę wartość i całkując, otrzymujemy 
(2) £ = ty + dot + 506. 


жу oznacza odciętę punktu od którego się liczy przebieżona przes- 
trzeń w czasie ź, to jest wartość dla æ na ¿= 0. 

Jeśli przestrzeń i czas są liczone od punktu w którym prędkość 
ciała jest zero, wtedy na £=0 powinnobyć y=0 i 2, = 0; 
zatem formuły (1) i (2) stają się 


WEJUIA 
(3) A 
4 2 
wz 50' { 


Takie byłyby równania ruchu i prędkości ciał ciężkich spadają- 
cych w próźni, gdyby ziemia była nieruchoma. 


Rugując £, znajdujemy już wiadome formuły 


(4) = үа Пт 
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które dają prędkość należną wysokości «e, i wysokość należną pręd- 
kości о, 

203. Ruch ciała ciężkiego rzuconego z dołu do góry. W tym przy- 
padku siła ciężkości działa w stronę przeciwną ruchu; więc roż- 
niczkowe równanie tego ruchu jest 


э do 
тария | 
Ztąd wynika 
(1) v= 00 — gł, 
i następnie 
(9) EEr hut mg 
á 2 = ko 0 57 . 


Jeśli początek odciętych jest punktem od którego się czas liczy, 
wtedy «w, = 0, i formuła (2) staje się 


(3) C= by — 102. 


Nazwijmy 6 czas na końcu którego ciało przestaje się wznosić 
będzie 


0= v — g0, Жаай 0= бо. 


g 


ta wartość daje wysokość wzniesienia 


(4) e= 2, 


Dosięgnawszy tej wysokości, ciało zaczyna spadać, i, gdy powraca 
do punktu wyjścia, jego prędkość, w stronę przeciwną, jest ta 
sama v, z jaką było rzucone. Jakoż, z formuły (4) wyciągamy 
dgr==v?; ta wartość, podstawiona w formule (4) spadku ciał, 
daje v= 0. 
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204. DRUGI PRZYKŁAD. Ruch ciała ciężkiego w środku który stawi 
opór, na przykład w powietrzu. 


Teorya oporu płynów nie jest jeszcze zupełna; ale wyniki na 
których się oprzemy, sprawdzone mnogiemi doświadczeniami, mogą 
być przyjęte za dokładne. I tak, gdy ciało ciężkie, symetryczne 
względem linii prostej spada wzdłuż tej linii w powietrzu, albo 
w płynie jakimkolwiek, ten płyn stawi opór ruchowi. Z przyczyny 
tej symetryi ciała ciężar który jest siłą, ma oczywiście kierunek linii 
symetryi, i wynikowa R oporów cząstkowych, wywartych przez 
powietrze na różne punkta ciała, jest także siłą mającą ten sam 
kierunek, tylko w stronę przeciwną. Obserwacya dowodzi że, gdy 
ruch ciała ciężkiego nie jest ani bardzo powolny ani bardzo szybki, 
opór powietrza spokojnego może być uważany jako proporcyonalny 
do jego gęstości i do kwadralu prędkości tego ciała. Obserwacya 
dowodzi jeszcze że, gdy ciało poruszające się jest sferyczne, opór 
powietrza jest proporcyonalny do jego powierzchni czyli do kwa- 
dratu promienia. W tem założeniu, oznaczając przez r promień 
sfery i przez D jej gęstość, przez р gęstość powietrza, przez v 
prędkość ciała, i nakoniec przez m jego massę; będzie 


= ц 
R = арт12, т = – rD; 
p 7 


р 


со даје 


R p Зари? 
т па’ 


е 
spółczynnik liczebny a jest względny do ciała spadającego i dany 
przez doświadczenie. 


Dla uproszczenia rachunku, porównywa się opór R do ciężkości 


„2 
czyniąc, dla jednorodności, Злой? Е= 07, 
пт) f 
zatem 
R go? 
m E 


Widzimy łatwo że ilość stała k wyraża prędkość јакару powinno 
mieć ciało spadające, ażeby opór powietrza był równy jego ciężarowi. 
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RvcH zESTĘPUJĄCY. Jeśli będziemy uważali ciało spadające jakoby 
przywiedzione do swego środka ciężkości w którymby cała jego 
massa była skoncentrowana, ruch tego środka uważanego za punkt 
materyalny, i temsamem ruch każdego punktu ciała, będzie wyzna- 
czony przez równanie różniczkowe 


да popan te 
г тіл 
albo 
dy _k/ dv dv 
= к= == —/| - è 
7 —% 2 те FE 


Zceałkujmy obie strony tego równania, otrzymamy 


2gt 2: (з + ;) 


Ё k— u) 


Nie przydaliśmy statecznej dowolnej, bo przypuszczamy że ciało 
spada bez prędkości początkowej 


7, ostatniego równania wynika 


k+v Шш 
= ek 
k—v ч 
zatem 
gt z) 
ke” —e өр 
(1) 0 == gt qr 
k suk 
e e 


Zastępując v przez дй będzie 


dt? 
(3 5) 
Н k e” —е Ё ИЛ 
“б кои 
ку Е 


Licznik ułamka jest różniezką mianownika, prócz czynnika sta- 


282 ROZDZIAŁ г." 


łego; więc całkujac mamy 


Wyznaczy się statecznę C, według warunku żeby było zarazem 
m0 1 {= б! Goldaje 


п и 

осе CI, 
б ла 7 Ыз 
(2) > og 9 


Znamy więc w każdej chwili położenie i prędkość środka cięż- 
kości ciała spadającego; i to właśnie stanowi zupełne rozwiązanie 


zagadnienia. 


Można mieć drogę przebieżoną 2 w funkcyi prędkości v. Jakoż, 


А А 2 ' vdv 5 
biorąc przyspieszenie wyrażone przez a: będzie 
(д: 
vdv __ go? 
de I 2 
albo 
vdv g 


Ztąd, całkując i wyznaczając statecznę dowolna tak żeby było 
zarazem v= 0, i «=0, otrzymujemy 


2 fy Да 
(3) 4 == — е). ` 


UwaGAa. Formuła (1) pokazuje że prędkość v, mniejsza od k, 

dąży do tej granicy w miarę jak czas się zwiększa, ponieważ wtedy 
gt 

ilość wykładnicza e = dąży do zera. Więc ruch ciała spadającego 

w powietrzu zbliża się do ruchu jednostajnego, i prędkość ma za 

granicę taką prędkość jaka czyni opór równy ciężarowi ciała. Tę 


RUCH PUNKTU MATERYALNEGO. 283 
okoliczność łatwo się pojmuje; albowiem ciężar ciała jest siłą stałą, 
a zaś opór powietrza, rosnąc proporcyonalnie do kwadratu pręd- 
kości, zbliża się szybko do równowagi z tym ciężarem. Wprawdzie, 
jakkolwiek jest wielki przeciąg czasu, ciało nie nabywa ruchu ściśle 
jednostajnego ; ale do niego dąży tem więcej im bardziej ilość 

gi 
wykładnicza e ў maleje, do czego trzeba tylko żeby k było do- 
statecznie małe. Ostatni przypadek zdarza się istotnie : jakoż, 


wartość 
kang yz V Dr 
Wi әп p 


pokazuje że ruch ciała spadającego staje się tem znaczniej jedno- 
stajnym, i jego prędkość jest tem mniejsza, im to ciało ma promień 
mniejszy i gęstość mniejszą, a płyn w którym spada ma gęstość 
większą. Co właśnie doświadczenie potwierdza. 
Wyraziliś en nowietnzą Lb ads ТОВ ALWE 
yraziliśmy opór powietrza przez R = m gr OWO, jeśli zało- 
żymy k=, będzie R=0; powinniśmy więc, czyniąc to przy- 
puszczenie, wyprowadzić ustawy spadku ciał ciężkich w próżni 
z formuł które даја ich ruch w powietrzu. To się łatwo sprawdza 
sposobem używanym do znalezienia prawdziwej wartości funkcyj, 
które się tu przedstawiają w kształcie niewyznaczonym 0.0. 


205. Кист WZNOSZĄCY SIE. Gdy ciało ciężkie porusza się w powietrzu 
pionowo z dołu do góry, opór powietrza i ciężkość działają w jednym 
kierunku ale w stronę przeciwną ruchu; więc, uważając kierunek 
z dołu do góry za dodatny, i zachowując notacyę już użytą, mamy 
równanie różniczkowe ruchu 


dy __ gy? 

УИ ҮШ 
albo 

9 т kdu 1 

7 = аи 


Całkując i wyznaczając statecznę dowolną tak, żeby па £= 0 
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prędkość v była równa prędkości w, z którą ciało zostało rzucone, 
otrzymujemy 


It — łuk sty 20 ә. łuk sty p. 


k 


Weżmy teraz stycznę w obydwóch stronach, będziemy mieli 


= k(vo — v) == v) 
siy Е RE + о" j 
Кай 
Т s gt 
kr dos Т k wst F) ом 
(1) nz: GE E A 
vo wst 9 -- k dos F 


Licznik ułamku jest różniczką mianownika, prócz czynnika sta- 


łego $ - ; zatem łatwe całkowanie daje 


| 91 1 kdos 9 
g 8 С 


słateczna С powinna być taka żeby £=0 czyniło x= 0; więc 
< gł s. 
(2) =] wst c -- dos 3 


Zagadnienie jest rozwiązane zupełnie, ponieważ na każdą wartość 
czasu £ mamy położenie środka ciężkości ciała i jego prędkość. 


Można jeszcze wyrazić ж w funkcyi v, biorąc równanie 
vdu i go? 
(ekr! 
albo 


a| vdv 
п P aTa) 
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Całkując i wyznaczając statecznę dowolną tak, żeby było zarazem 
g= 0 i v= v, znajdujemy 


з з) 


W tym ruchu ciało wznosi się aż do punktu w którym v= 0, 
i potem spada z przyczyny ciągłego działania ciężkości. Nazwijmy 9 
czas wzniesienia. 


Formuła (1), czyniąc w niej о 30 i £ = 0, daje 


by dos 99 — k wst 99 = 
k k 
Кай 
_k PET 
= > łuk sty Ę 


A formuła (3), czyniąc w niej о = 0, daje wysokość do której 
ciało dosięgło, 


Ёз 2 4-00 r 


2 97 җе 
Doszedłszy do punktu najwyższego, ciało zaczyna spadać i jego 
ruch jest dany przez formuły spadku ciał ciężkich. 


Szukajmy teraz jaką prędkość będzie miało ciało gdy powróci do 
punktu wyjścia, i w jakim czasie ten powrót uskuteczni. Aby 
otrzymać żądaną prędkość, porównajmy wysokość wzniesienia 
ё у 
2y 
ciał, będzie 


log. + z wartością «© daną przez formułę (3) spadku 


k2 + Vo? У. k? 
Ro пой =i 


zkąd 


kvo 


VEF үа о? 


286 ROZDZIAŁ I. 

Ten wynik pokazuje że ciało, powróciwszy do punktu wyjścia, 
ma prędkość mniejszą od tej z którą było rzucone, i ta prędkość 
jest tem mniejsza im k mniejsze. 


Wyznaczmy czas ®© spadku ciała. Jeśli w równaniu całkowem 
i 2gt 
k40 k kvo 


spadku ciał ae zastąpimy v przez ыны, 
ра ‹ {дү ‚ аршу ор VEF vè 


it przez 0’, znajdziemy 


=; log.” + ү# Fv, 
U k 


Więc czas cały, upłyniony między wyjściem i powrotem, ma war- 
tość 


0-+0' = (им sty Е + log. % + > zie w), 


"Го równanie mogłoby służyć do wyrachowania ilości k dla da- 
nego ciała. 

206. "TRZECI PRZYKŁAD. Ciało G ciągnie ciało G' leżące па ptas- 
czyznie poziomej, za pomocą nici która się nawija na krążek, i prze- 
chodzi poziomo przez środek ciężkości ciała G! a pionowo przez środek 
ciężkości ciała G. Znaleźć równanie ruchu zaniedbując tarcie. 


` 
N 

Ы а 2 аз 
0 j| 
dy 

E G 


Niech będą m, m massy ciał G, G'. Ciężar mg ciała G jest 
siłą poruszającą która nadaje ruch całej massie m +m układu 
dwóch ciał; więc równanie różniczkowe ruchu jest 


„ dv 
„(т m’) P 
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albo 


dy my 


dt т Ет! 
Теп ruch, jednostajnie przyspieszony, może być tak zwolniohy 
jak się podoba i służyć do doświadczeń tarcia ciał różnej natury. 


Powszechnie znana machina Atwooda, która głównie służy do 
zwolnienia ruchu pochodzącego z działania ciężkości, przywiedziona 
do najprostszego stanu, składa się z krążka pionowego О ruchomego 
około osi poziomej, na którym jest nawinięta nić mająca zawieszone 
na swych skrajnościach dwa ciała G i С. Owoż, ciężary mg i m'g 
tych ciał ва dwiema siłami poruszającemi które działają w strony 
przeciwne; jeśli przypuścimy m > m', różnica mg —m'g = (m — m')g 
będzie siłą poruszającą która nadaje ruch układowi dwóch ciał 
mającemu massę m + m'; więc równanie różniczkowe ruchu jest 


(m+ m’) а = (m= mg 
albo 
dv _ (m— mg 


dt m M 


207. CZWARTY PRZYKŁAD. Uważajmy, bez względu na opór powie- 
trza, ruch punktu materyalnego M, który spada z położenia А na 
powierzchnię ziemi, będąc przyciagany Ки jej środkowi O w stosunku 
odwrotnym kwadratu odległości. 


Oznaczmy przez a odległość АО, przez w przestrzeń AM którą 
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punkt M przebiega w czasie £, przez r promień ziemii przez g 
natężenie ciężkości na jej powierzchni. 


Nazywając j przyspieszenie w punkcie M, wedle założenia 
mamy j(a— 2} = gr”; zatem 


dae gi 
de (а — r} 


Jeśli pomnożymy obie strony równania przez 202, będzie 


du Фао, dz | 
dod, (90, (a= a?) 
albo 
алп, Gy 
(а) = 254. — 
zkąd, całkując, otrzymujemy 
am M Др | 
dć ну; ich 


Dla wyznaczenia statecznej С, przypuśćmy że prędkość punktu 
materyalnego M w położeniu A jest zero ; со daję warunek 


0207 4-6 
a 
Więc 
da? Aeg JE] gr т 
287% = л) а a—x' 
albo 


29 7 c 
(1) жей a WZ 


Gdy punkt spadający M dochodzi do powierzchni ziemi, nabywa 
prędkości mniejszej niż gdyby spadał z punktu A mając przyspie- 
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szenie g. Albowiem, jeśli uczynimy c=a—r=4/, będzie 


Aa a PE a Үй. 


Szukajmy teraz, przestrzeni przebieżonej w czasie /. Równanie (1) 


daje 
WY AC Ab VEET 
dj ШУ RY т^ Мас —а? 
zkąd 
С — a)dz * а Ę = z) 
5 a 
rt я | Гретера] siej 9 3 
Vaz — = ү а гаку, 
Жр с 
więc 


А 27 AAA dd А а — 24 
(2) UE = yax — a? + łuk dos za 


Nie przydaliśmy statecznej dowolnej, dlatego że powinno być 
g=0 dla £=0; byle wzięto zero za łuk którego dostawa jest 
jednością. 


Znalezione formuły (1) i (2) stosują się dopóty dopóki punki 
ruchomy M nie przenika wewnątrz ziemi, to jest aż do z = a — r; 
ро za tą granicą siła poruszająca staje się proporeyonalna do odle- 
głości od środka, i równania ruchu różnią się od powyższych. Wy- 
jaśnimy to lepiej rozwiązując następujące zagadnienie. 

208. ZAGADNIENIE I. Wyznaczyć ruch punktu materyulnego M który 
wychodzi z punktu A bez prędkości, i jest przyciągany przez środek О 
proporcyonalnie do odległości. 


= РОА 


К M A 
(Л КР 

Taki właśnie byłby ruch punktu materyalnego przyciąganego 

przez ziemię (sferyczną), którąby przenikał zbliżając się do jej 


środka. 
MECHANIKA 10 
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Weźmy środek O za początek odciętych, i uczyńmy ОМ = 2, 
ОА = a. Ponieważ siła przyciągająca zmniejsza odciętę punktu 
ruchomego M, i daje przyspieszenie g gdy == а, będzie 


vdo. g т 
da w joma». 


== — nz, 
zkąd, całkując, wynika 
02 =— під? + б. 
A że powinno być v=0 dla 2 = а, mamy C == пах; zalem 
|| рі y ? М , 
(1) 02 =n(a? — 07). 


Dla otrzymania związku między 1 /, z ostatniego równania 
wyciągamy 


albo 


Wzięliśmy pierwiastnik ze znakiem — , dlatego że dz i за 
znaków przeciwnych, w ruchu od A do O który przypuszczamy. 


Całkując będzie 
nt = tuk dos 2. 
a 


Stateczna dowolna jest zero, bo 4=0 powinno dawać æ= и. 
Rozwiązując to równanie względem z, otrzymujemy 


i ( 
(2) x = 4 dosnt = a dost Т . 


Równanie (1) pokazuje że prędkość v jest maximum kiedy punkt 
ruchomy M przechodzi przez środek O, a staje się zero dla w = —a 
kiedy ten punkt dosięga skrajności A' średnicy; wtedy punkt M 
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znajduje się w tych. samych okolicznościach jak w A, i jego pręd- 
kość jest zero. Więc, z przyczyny działania siły która go przyciąga 
do środka О, punkt M wraca na swoje pierwsze położenie A 
ruchem zupełnie tosamym ; poczem znowu idzie do A’. I tak na- 
stępnie wykonywa ciągle jednakowy ruch tam i nazad (wahanie), 


А а a 
którego okres jest т р 


Prędkość punktu ruchomego M, zależąca tylko od 22, jest ta sama 
dla dwóch jego położeń А i А! równo oddalonych od środka O. 
Zresztą, weźmy pochodnę równania (2); będzie 


5 


ŚP =— Vag wst £ v£ == 


Ta formuła jasno wykazuje cały ruch. I w samej rzeczy, gdy 
punki ruchomy M przychodzi do środka О, równanie (2) daje 


в=ззгү бш, zkąd ЕН wtedy о = — yag. 


Punkt M mając prędkość nabytą maximum w środku О, prze- 
chodzi ten środek i posuwa się dalej. Aby wiedzieć gdzie się za- 


O . [/ 
trzyma, trzeba uczynić v= 0; жай wynika ду = т albo 
4 


=} , zatem w =—a; со daje ОА’ = ОА. Od czasu 
9 


B=" p aż do £ = х PE prędkość jest dodatna; więc 
9 9 


punkt M wraca do A z taka samą prędkością, tylko w stronę 
przeciwną, z jaką przyszedł do А’. I tak dalej. 


209. Ruch okresowy, któryśmy dopiero со wyłożyli, wydatnie się 


| 


CZ 
Y г 7 PE 


сайы 


przedstawia geometrycznie. Jakoż, na linii AA” jako średnicy 
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nakreślmy koło, weźmy OM=z, i wyprowadźmy prostopadłę MN; 
będzie 
AN 
„eS dos. 
a 
Owoż, równanie (2) daje . 
« ==adosnt, 
więc dą 
AN == па = t Jag. 

UwaGa. Powyższe równania, jako pokazuje figura, rozwiązują 
zagadnienie : 

Punkt N porusza się jednostajnie na okręgu koła pionowego, jaki 
Jest ruch jego rzutu M na średnicy poziomej AA'? 

210. Następujące zagadnienie przedstawia pewną osobliwość 
o której wiedzieć należy. 

ZAGADNIENIE Il. Wyznaczyć ruch punktu materyalnego na który 
działa siła proporcycnalna do pierwiastku kwadratowego prędkości, 
i w stronę przeciwną tej prędkości. 

Przypuszczając że punkt maleryalny M wychodzi z punktu O 
w kierunku OA (fig. stronicy 289), mamy równanie różniczkowe 
jego ruchu 


(1) — = — 2 av, 


gdzie a znaczy ilość stałą. Ztąd wywodzimy 


Całkując to równanie, i nazywając vo prędkość początkową, 
będzie 
Vv = Vvo — t ya 
albo 
(2) v = (Vo — tya)?. 
Ostatnie równanie daje 


dz = (Yo — tYa)? dt; 
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zkąd, całkując i wyznaczając statecznę dowolna tak żeby zarazem 
było ¿= 0 i 2 0, otrzymujemy 


W Vvo — (Vvo — Po 


(3 z 
) ; 3 ya . 
Formuła (2) pokazuje że, gdy czas £ rośnie ale zostając mniejszy 
od Е prędkość maleje coraz bardziej; a gdy ¿= >, 


wtedy v = 0 i a= р 04. Więc punkt ruchomy za- 


trzymuje się w położeniu A, Ponieważ zaś przyspieszenie, z założe- 
nia proporcyonalne do pierwiastka kwadratowego prędkości, jest 
zero gdy v =0, ztąd wnieść trzeba że punkt ruchomy, doszedłszy 
do położenia A w którem nie jest już pod działaniem żadnej siły i nie 
& 
ma prędkości, musi zostać w spoczynku. Jednakże, gdy # > Ж 2 
formuły (2) i (3) nie wskazują tego stanu spoczynku. Aby wytłuma- 
czyć sprzeczność, idźmy do równania różniczkowego H =— 3 Vaw. 
Widzimy zaraz że, jakikolwiek jest czas £, temu równaniu staje się 
zadość przez wartość v = 0, która jest jego rozwiązaniem osobliwem. 


Ale ta wartość v=0 nie stosuje się do przypadku £ < Vat ; 


albowiem, w chwili wyjścia z położenia początkowego О, punkt 
ruchomy M posiada prędkość vo Więc, gdy t< PAC for- 
muły (2) i (3), wyrażające całkę pierwszą i całkę ogólna równania 
różniczkowego (1), rozwiązują zagadnienie; a gdy £ > Pa 


wtedy rozwiązanie osobliwe równania różniczkowego jest jedynem 
rozwiązaniem zagadnienia. W tem wszystkiem nie nadzwyczajnego. 
Równanie różniczkowe ruchu punktu materyalnego, z okoliczno- 
ściami początkowemi, wyznacza ten ruch ogólnie przez czas nie- 
określony; więc, całkując je, trzeba mieć wzgląd na wszystkie 
rozwiązania, tak dobrze na całkę ogólną jak na tak zwane rozwiązanie 
osobliwe które się może stosować do zagadnienia. бо się właśnie tu 
zdarza. 


N 
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RUCH PUNKTU WATERYALNEGO W PRZESTRZENI. 


211. RUCH PROSTOLINIJNY JEDNOSTAJNY. Uważajmy ruch prostoli- 
nijny i jednostajny punktu materyalnego M w przestrzeni. Niech 
będzie A położenie tego punktu na początku czasu t, i M jego 


położenie na końcu tego czasu; nazwijmy а, й, сі u, у, 2 spół- 
rzędne tych dwóch położeń, odniesione do trzech osi spółrzędnych 
jakichkolwiek ОХ, OY, 07. 


Jeśli oznaczymy przez А’, M’, B’ rzuty punktów A, M, В na osi 
ОХ, zrobione przez płasczyzny równoległe do płasczyzny 70Ү, 
będzie 


MM AB z р 

АМ, AB, 
Кай 

А'М' = АМ.К, 


k jest liczbą stałą, przez którą trzeba mnożyć jakikolwiek odci- 
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nek AM prostej AB, żeby otrzymać jego rzut na osi OX względnie 
do płasczyzny ZOY. W układzie spółrzędnych prostokątnych k zna- 
czy dostawę kąta jaki prosta AB czyni z osią OX. 


Nazwijmy teraz v prędkość ruchu jednostajnego, będziemy 
mieli АМ = vt; aże AM = 2 -— а, więc 


Е АЕ 


Та równość pokazuje że rzut M punktu ruchomego М па osi 
jakiejkolwiek, takiej jak ОХ, porusza się w tym samym czasie co 
ten punkt, rachem jednostajnym mającym prędkość vk. 


Wieloczyn vk wyraża rzut prędkości v na osi ОХ względnie do 
płasczyzny ZOY. Ztąd twierdzenie 


Prędkość rzutu punktu materyalnego na osi jaktejkolwiek jest rzutem. 
na tej ost jego prędkości w przestrzeni. 


Oznaczmy przez p rzut vk prędkości v na osi OX względnie do 
płasczyzny YOZ, i podobnie przez q, r rzuty prędkości na [osiach 
ОҮ, OZ względnie do płasczyzn ZOX, XOY. Те trzy ilości p, q, r 
nazywają się składowemi prędkości о, wedle .osi spółrzędnych ; 
i nawzajem prędkość v jest ich wynikową. Ztąd wnosimy że pręd- 
kości składają się i rozkładają jako siły. 


212. Rzuty odcinka AM na trzech osiach spółrzędnych dają 
związki 


1) r=a0a+ pt, y=b+4}qt, s=c--rt 


które wyznaczają położenie punktu ruchomego M w przestrzeni, i 
są równaniami jego ruchu prostolinijnego jednostajnego. 


Równania (1) dowodzą że, jeśli punkt materyalny M ma ruch 
prostolinijny i jednostajny w przestrzeni, jego rzuty na trzech osiach 
spółrzędnych jakichkolwiek mają także ruchy jednostajne. 


I nawzajem, jeśli rzaty punktu M na trzech osiach spółrzędnych 
mają ruchy jednostajne, ruch tego punktu w przestrzeni jest prosto: 
linijny i jednostajny. Jakoż, z formuł (1) wyprowadzamy zaraz 
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równania 


które pokazują że punkt M(x, у, z) opisuje linię prostą AB w przes- 
trzeni. ? 

Aby się teraz przekonać że ruch punktu M jest jednostajny, szu- 
kajmy odległości AM, i dla skrócenia przypuśćmy osie spółrzędne 
prostokątne; będzie 


AM = yiz = a)? + (y — F e e)? == ty" gre. 


Widzimy więc że odległość AM jest proporcyonalna do czasu £; 
со dowodem że punkt ruchomy M przebiega linię prostą AM ruchem 
jednostajnym. 


213. Jako przykład ruchu jednostajnego w przestrzeni, weźmy 
następujące zadanie. 


ZAGADNIENIE I. Statek naładowany płynie ruchem jednostajnym 
z pewną prędkością. Wiadomo że, aby go przywieśdź do spoczynku, 
trzeba przyłożyć przez 30" siłę 50 kilogrammów w stronę przeciwną 
ruchu; wiadomo nadto że, przez cały czas działania tej siły, statek 
przebiegł 22" ,50. Pytanie jaki jest ciężar statku, i jaka prędkość jego 
ruchu jednostajnego ? 


Nazywając m massę statku, mamy równanie różniczkowe jego 
ruchu pod działaniem siły 50%, 


Ztąd, całkując, otrzymujemy 
mv — а) = — 50t, 
albo 
(a) ть = ma — 504, 


gdzie ilość a wyraża prędkość ruchu jednostajnego. 
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Wedle warunku zagadnienia, statek po 30 sekundach zatrzymuje 
się; więc powinno być 


0 = ma — 50.30 
Кай 
та = 50.30. 


Podstawiajac tę wartość w równaniu całkowem (a) w którem 


zastąpimy v przez © będzie 
dx В 
= = 00.80 — 504 
т 0.3 5 


Jeśli zcałkujemy to równanie, i wyznaczymy statecznę dowolną 
tak żeby zarazem było £=0 i z= 0, znajdziemy 


(b) ma = 50. 30t — 1. 500, 


Wyrażmy teraz że statek przebiegł 22m,50 przez czas 30” dzia- 
łania przyłożonej siły, będziemy mieli 
J Z = А 1 га 92 1 = 9 ә 
m . 22,50 = 50.30? — 9 50.302 = 5. 50.30, 


zkąd wynika 


Więc ciężar statku jest 
10007 = 9808*,8 
i jego ruch jednostajny ma prędkość 


50 .30 
(U 


m 


= 1m 50. 
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214. RUCH KRZYWOLINIJNY JAKIKOLWIEK. Jeśli kierunek siły dzia- 
łajacej na punkt materyalny nie jest ciągłe ten sam, albo jeśli 
prędkość początkowa, którą ten punkt odebrał, nie ma kierunku 
siły poruszającej, ruch jest krzywolinijny. Linia którą punkt mate: 
ryalny opisuje w przestrzeni może być krzywą płaską, albo linią 
o podwójnej krzywiznie. Ta linia nazywa się krążną (*) punktu 
ruchomego. Niech będą <, у, z spółrzędne prostolinijne punktu 
ruchomego М; jego ruch w przestrzeni będzie zupełnie wiadomy, 
jeśli są znane ruchy rzutów na trzech osiach spółrzędnych, dane 
przez równania 


(2) т fK, y=), z=4q(. 


Owoż, na końcu czasu £, prędkość rzutu punktu ruchomego М 
dw ау dz, 
ОГ ЖИР ЛЫГЫ 
więę te ilości są składowemi prędkości ruchu w przestrzeni na 
końcu tego czasu. Ale, na mocy już wiadomego twierdzenia, pręd- 
kość rzutu na osi OX, naprzykład, wyraża się przez 


na trzech osiach wyraża się odpowiednio przez 


GORE gy ABN м ш "т? 
BE yk = T" : co daje k= =P 
Ziąd wnosimy że 
dæ: u 1 dy __ „%/ dz dz 
at a, badge dt йк? dt ds” 


Teraz uważajmy że a j dy * dz 
Е. U. «06 ds 

w układzie osi prostokątnych) przez które trzeba mnożyć jakikol- 
wiek odcinek stycznej, w punkcie M linii krzywej, aby otrzymać 
jego rzuty na osiach spółrzędnych ОХ, OY, 07. To dowodzi że 
prędkość punktu ruchomego w każdem położeniu ma kierunek 
stycznej do krążnej którą ten punkt opisuje. Gdyby więc siła poru- 


są liczbami (dostawami 


(*) Wyraz użyty przez księdza Raf. SKOLIMOWSKIEGO, w Mechanice którą 
wykładał w Szkole aplikacyjnej wojskowej. Dzieło autografowane. Warszawa, 
1824. 
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szająca działać przestała, punkt ruchomy opuściłby krążnę w kie- 
runku stycznej w punkcie rozstania się. 


215. RÓWNANIA RÓŻNICZKOWE RUCHU. Podczas gdy punkt rucho- 
my M opisuje krzywę АВ, jego rzut N naosi ОХ porusza się 


zarazem. Aby znaleźć równanie różniczkowe ruchu rzutu N, wy- 
obrażmy sobie że przez punkt M przechodzi płasczyzna V która 
się razem z nim porusza, zostając ciągle równoległa do płasczy- 
пу ZOY: płasczyzna V zawiera punkt N. Rozłóżmy siłę Р przy- 
łożoną do punktu M, na składowe X, Y, Z równoległe do osi 
spółrzędnych. Widzimy zaraz że składowe Y i Z, leżące na pła- 
sczyznie V, sprawiają tylko ruch punktu M ра tej płasczyznie; 
ale nie przyczyniają się w niczem do jego ruchu w stronę osi OX. 
Sama jedna składowa X sprawia, równolegle do osi OX, ruch. 
punktu M razem z płasczyzną V i z nią ruch punktu N wzdłuż 
tej osi. To pokazuje wydatnie że, jeśli punkt N posiada massę m 
punktu materyalnego M którego jest rzutem na osi OX, jego siła 
poruszająca X jest rzutem na tej osi siły poruszającej P punktu M. 
Zatem równanie różniczkowe ruchu punktu N na osi OX jest 


e 


m JE те A 


Tak samo dla rzutów punktu M na osiach OY i 07. 


Więc równania wyznaczające ruch punktu materyalnego M. wol- 
) ЈА ) 5 ; 
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nego w przestrzeni, są 


ap 

m. > = 
ү Ëy 
3 май 

(3) Mz Y 
dt 

m a= Zi 


Te równania wyrażają FUNDAMENTALNE TWIERDZENIE : Gdy punkt 
materyalny massy m porusza się w przestrzeni, jego rzut na osi ja- 
kiejkolwiek porusza się jako punkt mający tę sama таѕѕе, i poddany 
Jedynej sile która jest rzutem na tej osi siły poruszającej punkt w przes- 
trzent, 

Ruch rzutu punktu materyalnego na płasczyznie jakiejkolwiek 
daje podobne twierdzenie, które jest często użyteczne. 

Na mocy powyższego twierdzenia, ruch krzywolinijny punktu 
w przestrzeni, przedstawiający wielorakie trudności, przywodzi się 
do trzech ruchów prostolinijnych niezależnych jeden od drugiego, 
które są daleko łatwiejsze do uważania. I w samej rzeczy, w ruchu 
krzywolinijnym siła wpływa zarazem na naturę krążnej którą punkt 
materyalny opisuje, i na ustawę jego ruchu ; gdy tymczasem w ru- 
chu prostolinijnym siła wpływa tylko na samą prędkość tego punktu. 


Jeśli за wiadome równania ruchu (2) punktu materyalnego, albo 
tylko krążna i ustawa ruchu, wtedy różniczkowania dadzą wartości 
da а?) dz Й | a 
„rk Т qe’ а równania (3) wyznaczą składowe X, Ү, Z, 
i następnie siłę poruszającą Р, 

Zwykle jest do rozwiązywania zagadnienie odwrotne, to jest: dane 
są siły działające na punkt materyalny, a trzeba znaleźć równania 
jego ruchu i krążnę. Wtedy wiadome są X, Y, Z w funkcyi zmien- 
nych s, y, z, С; ale, aby dojść do równań ruchu, trzebaby całkować 
trzy równania jednoczesne drugiego rzędu, mające kształt 

dz 


A | dy 
dź 


) а= 
Pi: Y, 5, t), ge = lt, Y, Z, t), y 


T PAE 752,0). 
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W tak ogólnej postaci całkowanie jest niemożebne. Istnieją wszak- 
że liczne przypadki w których można je wykonać w części a niekiedy 
zupełnie; a gdy się to zdarza, otrzymuje się trzy równania które są 
funkcyami czterech zmiennych æ, у, z, t isześciu statecznych do- 
wolnych, Te slateczne wyznaczają się według okoliczności począt- 
kowych ruchu. Jakoż, żeby ruch punktu był zupełnie określony, 
trzeba znać położenie tego punktu w pewnej chwili, na przykład 
w epoce od której się czas liczy, i nadto jeszcze wielkość i kierunek 
jego prędkości w tej chwili. To czyni sześć wartości danych, to jest : 
trzy spółrzędne punktu ruchomego w stanie początkowym, i śrzy 
składowe jego prędkości początkowej. 

Przykłady które bierzemy na zastosowanie wyłożonej teoryi, po- 
każą jasno jak, za pomocą położenia i prędkości punktu w stanie 
początkowym, wyznaczają się te stateczne wprowadzone przez cał- 
kowania. 


216. ZAGADNIENIE П. Punkt ciężki M opisuje ruchem jednostaj- 
nym koło pionowe O; jaka siła na niego działa ? 


Nazwijmy R promień koła, 2, у spółrzędne punktu ciężkie- 
go M, odniesione do dwóch osi prostokątnych ОХ, OY ; oznaczmy 
przez s długość łuku AM i przez a prędkość ruchu jednostaj- 
nego; będzie s =at. Zatem równania ruchu punktu M są 


ut at 
 — 2 ZM zz. 
© =R dos R’ у wsł R 
` Ztąd wynika 
KRA WC at 
de p? 
dy_ © at 
TE R Wst А 
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Więc siłą poruszającą punktu M jest wynikowa Бе która działa 


w kierunku MO. Ale punkt M, jako ciężki, jest pod działaniem 
siły mg. Znając teraz wielkość i kierunek wynikowej dwóch sił 
i jedną z nich, łatwo znaleźć drugą. Dość tylko wystawić równo- 

FEU 


ległobok MGKH, w którym przekątna MK przedstawia wielkość są 


i kierunek wynikowej przechodzącej przez środek koła О, a zaś 
bok MG przedstawia wielkość i kierunek ciężaru mg; bok MH 
przedstawi szukaną siłę co do wielkości i do kierunku. Niech 
będzie I punkt w którym prosta MH spotyka oś ОҮ; mamy 


HM _ HK__ KM 
M OI OM’ 


Ztąad 


у ОМ:НЕ А27 $ __KM.LM то? 
ШЕЕ ЯТ ELI? "UMER kran. саа т 


, 


„IM. 


То dowodzi że siła działająca na punkt ciężki M przechodzi przez 
punkt stały I, i jest proporcyonalna do odległości IM. 


217. ZAGADNIENIE III. Punkt ciężki M, rzucony z położenia A 
z prędkością pozioma a, porusza się pod działaniem sity która wy- 
pływa ze środka I leżącego na pionowej АІ, i jest proporcyonalna 
do odległości punktu ruchomego od tego środka. Znaleźć krążne. 


\ 


Jeśli weźmiemy punkt I za początek spółrzędnych prostokąl- 
nych, i oznaczyimy przez n.IM natężenie siły działającej na punkt M: 


e 
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dostawy katów które kierunek tej siły czyni z osiami spółrzędnemi. 
ука у 
będą 
Ж 1 
ІМ? IM ` 


Mamy więc równania różniczkowe ruchu 


dz Т 
ЕЕЕ AM. == 
m de — naM iM 12, 
m T = — ny — my 
albo 
Pa ng 
Та + mo 
la) 


Oba równania są linijne; drugie przywodzi się do pierwszego 
Же Ё m ze йш | ш 
jeśli położymy y-E MJ — ц, со daje == + — = 0. 
n аг т 
Całki dwóch równań (a) są 


п п 
гу S — b wstf А = 
A dosł ү 2 +B wst y = 


y + 22 =C dosć y +D wst Wes 


= 


Aby wyznaczyć cztery stateczne dowolne А, В, б, D, weźmy 
pochodne względem czasu £, będzie 


a = a | — wst/ n B — dosć Sp 
dt ; m А 4 т т т т 
dy. OR п BA ja, wa 
= ТИЕТ pdb = dost 


% 
m 
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Uważajmy teraz że, podług warunków zagadnienia, powinno być 
zd PR она з dy 
zarazem £=0, y=ń, EG 
punktu wyjścia A. Mamy tedy, do wyznaczenia czterech statecznych, 


=0; nazywając A rzędnę 


cztery równania, 


Więc równania ruchu punktu M są 


2 == 0 W мг/л А 
n m 
(b). A 
<3 тд\ ОТА ШК 
у= (00) dos £ р F 


Jeśli wyrugujemy /, znajdziemy równanie krążnej 


} па? ту + mg\? 
©) maż A m -- Ж) a 


Та krążna jest ellipsą. Żeby była kołem, trzebaby a = Am ; 


m 


wtedy promień tego koła byłby a VE . 


218. ZAGADNIENIE IV. Punkt materyalny jest przyciągany przez 
środek mający moc przyciagajacą proporcyonalną do odległości, i 
przebiega ruchem jednostajnym linię prostą ; kierunek jego prędkości 
początkowej znajduje się na jednej płasczyznie z tą prostą. Wyznęazyć 
równanie ruchu. 

Weźmy za początek О spółrzędnych prostokątnych położenie 
początkowe środka przyciągającego ; i niech będą a i b spół- 
rzędne początkowe punktu materyalnego, pi 4 rzuty jego pręd- 
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kości początkowej na osiach spółrzędnych, а i В rzuty prędkości 
środka przyciągającego. 


Na końcu czasu £ spółrzędne środka przyciągającego są œl i Bl; 
zalem, oznaczając przez «c, у spółrzędne punktu materyalnego 
w tym samym czasie, i przez р przyciąganie na jedność odległości, 
równania różniczkowe ruchu będą 


Oba równania są linijne. Pierwsze można tak pisać 
dE — at) j |, | 
йай + pe — at) =0; 


pod tą postacią widzimy zaraz że całka ogólna jest 


ш — at = A dost Үн + B wst t Vu. 
zkąd 


ч — a = — А үр wst t үр +B Vp йоз! үр. 
Stateczne A i В wyznaczają się przez warunek żeby było za- 


razem 


co daje 


Więc 


г а | a dost Vu Ё wi wstź Vu. 
e 
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Znajduje się tak samo 


у= + b dost jst? wstź Vu. 


p 


Gdyby środek był odpychający, równania ruchu punktu mate- 
ryalnego byłyby 


1 р = «\ ДУ | 1 p —a\ tve 
s= + («+ T 797 
i Ve > Ve 


у= bt z(” Prp" peren 
ш ” j Va H Vu 
UwaGa. Jako przypadek szczególny, można przypuścić że środek 
przyciągający albo odpychający jest nieruchomy. Czyniąc wtedy 
а = 0, b= 0, otrzymuje się równania ruchu ; poczem łatwe rugo- 
wanie czasu £ daje na krążnę, ellipsę gdy jest przyciąganie, hiper- 
bolę gdy jest odpychanie, albo linię prostą w obydwóch przypad- 
kach. 


219. PRZYSPIESZENIE W RUCHU KRZYWOLINIJNYM. Niech będzie M 
położenie które punkt materyalny zajmuje na krążnej AB па 


F 
o т 
zB 
af” т, DN. 7 
a ГЕ B А 


końcu czasu #, M' położenie па końcu czasu £ -- Аѓ; i niech 
wtedy odcinki MT, M'T’ stycznych do krążnej w M, M przedsta- 
wiają odpowiedające prędkości tego punktu. Nazywa się zmiennością 
prędkości punktu materyalnego od położenia M do M, albo pręd- 
kością nabytą w czasie A, prędkość która, złożona z prędkością MT 
na końcu czasu #, daje prędkość wynikową MT" па końcu czasu 
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t-Eat, tak że, jeśli poprowadzimy ргоѕќе MT,, równą prędkości 
MT' i do niej wprost równoległą, i dopełnimy równoległoboku 
MTT,P, bok MP albo TT, będzie przedstawiał zmienność pręd- 
kości co do wielkości i kierunku. 


Gdyby krążna AB byla linią prostą, wtenczas zmienność pręd- 
kości równałaby się różnicy MTT — MT = А, i miałaby kierunek 
tej krążnej. 


з TT Я za! ; l 
Stosunek = nazywa się przyspieszeniem średniem, a jego granica 


ТТ, : 1 s 
ез została mianowana przyspieszeniem całem, albo poprostu 


przyspieszeniem punktu ruchomego w przestrzeni. 
W ruchu prostolinijnym punktu materyalnego przyspieszenie ma 


: CEND R д T у 
za miarę T’ jakośmy widzieli w numerze 200. 
at 
Otrzymuje się łatwo wyrażenie analityczne przyspieszenia punktu 
ruchomego w, przestrzeni, znając rzuty tego przyspieszenia na 
trzech osiach spółrzędnych. 


Owoż, nietrudno wyrazić analitycznie rzut prostej TT, na osi 
jakiejkolwiek, takiej jako ОХ; bo dosyć tylko zrzutować na tej osi 
linię wielokatna ТМТ. 


Aby to uskutecznić, uważajmy że, jakiekolwiek są osie spółrzędne 
prostolinijne, pochyłe albo prostopadłe, rzut odcinka TM, wziętego 
na stycznej w punkcie M krążnej, równa się wieloczynowi 


mag dle _ 0 ds de _ dz, 
R dr óre deda. „dł 


a zaś rzut boku MT,, czyli odcinka MT' wziętego na stycznej 
w punkcie М’ krążnej, jest równy wieloczynowi 


nr% TA =; 
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z którego wynika 


ds ds\ /dx dx da, dz, ds , ds dz dx ds 
райх 224 sA = a —A— 
(a +2 z) (a ^а) аы йй de, Аа 


г. de di 
ати 


Więc rzut prostej TT, na osi ОХ wyraża się przez A A 


Tak samo rzuty prostej TT, na osiach OY, OZ wyrażają się 


ZZ A dy dz 
pr m de 


Zatem rzut naosi ОХ przyspieszenia punklu M w przestrzeni 


jest 
dz 
gy. й Фи 
г 7 4 


Widzimy więc że rzuty przyspieszenia punktu materyalnego 
w przestrzeni, na trzech osiach spółrzędnych jakichkolwiek, przed. 
stawiają się przez pochodne drugie spółrzędnych z, y, z tego punktu 
wzięte względem czasu /. 


Ale równania różniczkowe ruchu punktu materyalnego dają 


także 
Фа TX Пу Ү AZ LORE 
dt? т’ de т” ї@ m i 


Ztąd wynika ważne TWIERDZENIE : (rdy punki materyalny porusza 
się w przestrzeni z przyspieszeniem jakiemkolwiek, wtedy : 1" jego 
rzut na każdej ze trzech ost spółrzędnych porusza stę z przyspieszeniem 
które jest rzutem na tej ost przyspieszenia w przestrzeni ; 2° przyspie- 
szenie punktu w przestrzeni przedstawia wielkość i kierunek siły przy - 
spieszającej. 
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W przypodku osi spółrzędnych prostokątnych przyspieszenie całe 
wyraża się przez 


RUCH PUNKTU MATERYALNEGO NA DANEJ POWIERZCHNI ALBO LINII. 


220. 1° Gdy punkt materyalny, pod działaniem siły Р, musi poru- 
szać się na danej powierzchni na której opisuje pewną linię, ta 
powierzchnia, albo jakiekolwiek wiązadło które go przymusza do 
zostawania na powierzchni, wywiera na niego działanie zwane 
oporem; a nawzajem punkt materyalny któremu powierzchnia, 
albo wiązadło, przeszkadza brać ruch wolny, wywiera na nią 
oddziaływanie czyli parcie równe i przeciwne jej oporowi. Można 
usunąć myślą powierzchnię, albo wiązadło, i uważać punkt ruchomy 
Јако wolny, byle do siły poruszającej Р dołączono pewną siłę N, 
wielkości niewiadomej, któraby przedstawiała opór powierzchni albo 
tężność wiązadła. Opór powierzchni materyalnej jako siła rozkłada 
się na dwie siły, z których jedna jest normalną do tej powierzchni, 
a druga jest styczną do kraźnej punktu materyalnego i działa w stro- 
nę przeciwną jego ruchu; ta ostatnia nazywa się farciem. Doświad- 
czenie pokazało że tarcie jest proporcyonalne do parcia punklu 
materyalnego na krążnę materyalną, i nie zależy od prędkości. 


Jeśli niema tarcia, opór N powierzchni jest siłą normalną. W tem 
założeniu, oznaczając przez A, р, у katy jakie siła N czyni z trzema 
osiami prostokątnemi w punkcie Мт, y, 2), wyrażamy ruch tego 
punktu na powierzchni przez równania 


de _ 
т qa Х -+N dosA, 
то Y +N dosp 
ТА Акты 
@% 


в = / +N dos», 
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w których X, Y, Z znaczą summy rzutów sił wprost przyłożonych 
do punktu ruchomego. 


Do tych równań trzeba przyłączyć równanie danej powierzchni 


Қа; уз zj=% albo (2,5, 2,0) =0, 
według јак ta powierzchnia jest niezmienna, albo może się od- 
kształcać z czasem. 


Mamy więc cztery równania do wyznaczenia czterech niewiado- 
mych 2, у, z, N w funkcyi czasu £. 


Równanie powierzchni daje wartości liczebne dostaw katów A, р, у; 
podstawiając te wartości, otrzymujemy 


j ОО N df 
\ m аг. Że У da” 
7 dy N df 
(4) | m Te Y + Wdy 
dz Nadif 
| * dE V 1: ` 


A> Ж, агу? гару? КФ. 
Oznaczamy przez V pierwiastnik = | (4 (7 dl 
y przez V pierwiastni | ул 4 dy) - dz)” 


dając mu podwójny znak =, dlatego że opór powierzchni może 
mieć jeden albo drugi z dwóch kierunków normalnych. 


Rugujac N między trzema równaniami (л), otrzymuje się dwa 
równania które, dołączone do równania danej powierzchni, wyzna- 
czają 2, у, = w funkcyi |. 

Można potem, za pomocą jednego z równań (4), wyznaczyć od- 
działywanie N powierzchni w funkcyi tej samej zmiennej /. 

Ale zwykle, dla uniknienia trudności rugowania, używa się do 
rozwiązywania tego zagadnienia, innej metody którą na swojem 
miejscu wyłożymy. l 


2° Punkt materyalny może być jeszcze więcej utrudzony w swoim 
ruchu niż kiedy musi poruszać się na danej powierzchni, można 
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albowiem przymusić go do poruszania się na danej linii materyal- 
nej, albo do opisania pewnej linii. W tym przypadku krążna punktu 
ruchomego jest wyznaczona, i połowa zagadnienia rozwiązana. 

Żeby mieć ustawę ruchu tego punktu trzeba, do siły poruszającej, 
dołączyć opór krążnej materyalnej, rozkładając ten opór na siłę 
normalną do krążnej i na siłę, w kierunku stycznej, która przedstawia 
tarcie. 

W przypuszczeniu że niema tarcia, na przykład gdy punkt mate- 
ryalny przywiązany do nici nierozciągalnej opisuje pewną linię, opór 
tej nici jest normalny do krążnej, i równania ruchu są, јако w po- 
przedzajacym przypadku, 


da 
M == X -+ N dosa 


Фу 
mage = Ү- N dosp 


ПОХ y 
т у = Z +N doss. 


Wprawdzie katy А, р, у nie są wiadome, i natężenie siły N 
nieznane; ale wiadomo że siła N jest prostopadła do krążnej 
punktu; co daje 


da dy dz ыг 
T 4082 -- с. dos р + —— dosv=0, 


ds 
albo 
dæ dosa + dy dos p + dz dos» = 0, 
z równaniem 
dos? л -+ dos? p +- dos?» = 1. 
Sa do tego jeszcze dwa równania danej krążnej. To wszystko 


razem czyni siedem równań dostatecznych do wyznaczenia siedmiu 
niewiadomych 2, у, z, №, А, p, у w funkcyi czasu £, 
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221. W przypadku istnienia tarcia, w równaniach ruchu punktu 
materyalnego na danej powierzchni albo linii, do składowych siły 
przyłożonej P i normalnej N trzeba dołączyć składowe tarcia. 
Те składowe, nazywając f spółczynnik tarcia o którym później 
mowa, wyrażają się przez 


‚| dy dz 
лын ЖМ леп c Pzp» 


z równaniem 
ds* = да? + dy? + dz’. 
RUCH POCISKÓW W PRÓŻNI. 


222. Niech będzie A położenie z którego punkt ciężki M został 
rzucony z prędkością о, w kierunku AT. Weźmy za oś rzędnych 


ү r с 
ж TA 
Ж, R RY 
ү | 
y | \ 
у 7.9 


pionowę AY, i za oś odciętych poziomę AX leżącą па płas- 
czyznie pionowej YAT. Punkt M będący pod działaniem samej 
tylko ciężkości, w przypuszczeniu ziemi nieruchomej, porusza się na 
płasczyznie pionowej YAT; bo niema przyczyny żeby się od niej 
oddalał z jednej strony raczej niż z drugiej. Oznaczając przez c, у 
spółrzędne punktu M, w epoce £, ponieważ jedyną siłą przyłożoną 
jest ciężar mg który działa w kierunku rzędnych odjemnych, 
mamy równania różniczkowe ruchu 


и ЕА ШЇ] 
4) уван p = — 
( Ц 2 0, ARM g. 
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Całkowanie tych dwóch równań daje 


Gog >ш [ 
sami -%ж==б@ == 
dt dt 9 

Aby wyznaczyć stateczne dowolne Œ i C’, uważajmy że, nazy- 
wając а kąt TAX jaki prędkość początkowa vo czyni z osią AX, 


składowe tej prędkości, to jest wartości dla > 3 na {==%0, 


SĄ dy dosa, vyWsta; zatem 


di 
— 2% dOSa 
dt ы 4 


d 
Е: = Vo WSta — gt. 


Całkując drugi raz, i wyzpaczając dwie stateczne tak żeby było 
zarazem 1 = 0, £ = 0, у = 0, znajdujemy 


£ = był dos «a 


Toia 
y= v ćwsta — 5 ge. 


Takie są równania skończone ruchu punktu ciężkiego M w próźni, 
i takie równania rachu jaki bierze w próżni pocisk jednorodny 
sferyczny. 


Dodając kwadraty składowych тч sę będziemy mieli pręd- 
kość v 
(3) 00 = 002 — wygl Wst a + PË = vo — 29y. 


Ta formuła pokazuje że pocisk upada w punkcie B z tą samą 
prędkością z jaką wyszedł z punktu A, albowiem dla y= 0 
jest v= 00. 
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Czas w którym pocisk przebiega krzywę AMB otrzymuje się 
z równania (2) 


0 = vé wst a — Е gt. 


które daje 


__ 2w Wsta 
9 


t 


223. Jeśli wyrugujemy czas £ między równaniami (2), otrzy- 
mamy równanie krążnej 


ga 
y = £ tya — ——— 
У y 2002 10% a 

Dla skrócenia uczyńmy v = 29/, oznaczając przez % wyso- 
kość należną prędkości początkowej; będzie 

тё 

(4 y= 2 stye ————. 

> ) У * hh дов? о 

Równanie krążnej ‘dowodzi że punkt ciężki M, rzucony z pręd- 
kością »,, opisuje w próżni parabolę której oś jest pionowa. 


Jeśli w ostatniem równaniu położymy y == 0, otrzymamy 
т = hh wsta dos a = 2h wst 2a. 


Та wartość odciętej 2 daje punkt В w którym pocisk upada 
na poziomej AX, i wyznacza długość AB która się nazywa do- 
niosłościa strzału albo obszernościa rzutu. Widzimy łatwo że długość 
AB jest największa możebna gdy wst 20 =1, to jest gdy a = 15°. 
Więc pocisk, rzucony z Чапа prędkością początkową, nabywa 
największej doniosłości kiedy kierunek tej prędkości jest nachylony 
па 45° па poziom. , 


I 


Żeby mieć wierzchołek С przebieżonej paraboli, to jest punkt 
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najwyższy w którym styczna jest pozioma, zrównajmy do zera 
pochodnę równania (4); będzie 


dy 0 
=. ЕК > ое. 
Брас үү 


Кай 
ж == 2h wst a dos a. 
Podstawiając tę wartość w równaniu (4), znajdujemy 
` y = h wst? a 
Więc, nazywając Ё i м spółrzędne wierzchołka © paraboli, 
mamy 
č = 2h wst a dosa 


n = AÀ wst? о. 


Rzędna CD wierzchołka С nazywa się wysokością strzału; jej 
wartość hwstż а dowodzi że, dla tej samej prędkości vs, wysokość 
strzału jest maximum gdy kat a = 909. 

Ф 

Jeśli wyrugujemy « między dwoma ostatniemi równaniami, 

otrzymamy 


2 4- hy? — hhn = 0. 


Równanie pokazuje że, gdy pocisk jest rzucony pod różnemi 
katami strzału, ale z tą sama prędkością v, najwyższe wzniesienia 
jakich dosięga tworzą ellipsę, której rzędna maximum у ==” od- 
powieda katowi «=900, jakośmy wyżej znaleźli. 


Spółrzędne wierzchołka paraboli dają jeszcze 
Ё == 5 sty а. 


Ten stosunek dowodzi że miejscem najwyższych położeń punktu M, 
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rzuconego pod tym samym katem a, ale z różnemi prędkościami 
początkowemi, jest linia prosta. 

Parabole opisane przez pocisk M, rzucony z położenia А z tą 
‚ samą prędkością początkową vo ale pod różnemi kątami strzału, 
posiadaja wiele spólnych własności. A najpierwej, wszystkie mają 
za kierownicę linię poziomą HL, poprowadzona przez punkt H 


którego rzędna АН = 4. Jakoż, parametr krążnej jest 2% dos?a, 
со daje / Поз? па odległość wierzchołka od kierownicy; 
ale znaleźliśmy już rzędnę у wierzchołka równą %wstża, więc 
hdos?a + hwstła =h jest odległością kierownicy od osi AX. 
Co właśnie dowodzi twierdzenia. 

Nadto, ponieważ prosta HL jest kierownicą każdej z parabol opi- 
sanych, jeśli oznaczymy przez F ognisko jednej z nich, będzie 
AF=AH; więc ogniska tych parabol ва na okręgu koła AH. 
Ich wierzchołki С, С"... sa па ellipsie 22 + hy? — hhn = 0; со już 
wiemy. 

221. Rozwiążmy teraz następujace zagadnienie. 

Jaki powinien być kąt strzału żeby pocisk, rzucony z punktu A 


z prędkością vo, dosięgnął celu M(x, у)? 


Niewiadomą jest kąt a. Dla skrócenia uczyńmy 


i Sty «a = u, Кай dosa = i: 


podstawiając te wartości w równaniu krążnej, mamy 


2 1 Lu?) 


У = UN — Gh 
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(5) uż — пси + пу - а” =0. 
Możebność zagadnienia wymaga żeby było 

За? > a*(hky + 2?) albo а у — hh? < 0. 
Zatem, jeśli wykreślimy parabolę 


(6) ©? = — Lh(y — В), 


zobaczymy łatwo że : 10 jeśli cel M znajduje się wewnątrz tej pa- 
raboli, niewiadoma u ma dwie wartości rzeczywiste nierówne i 
obie dodalne; więc wtedy można dosięgnąć celu M, rzucając po- 
cisk pod dwoma różnemi katami strzału. 


2° Jeśli cel M jest na paraboli (6), dwa pierwiastki u Są rzeczy- 
wiste równe ; wtenczas pocisk może dosięgnąć celu M, ale tylko 
rzucony pod jednym kątem strzału. 3° Nakoniec, jeśli cel M znaj- 
duje się zewnątrz paraboli (6), wartości u są urojone ; w tem poło- 
żeniu nie można dosięgnąć celu M żadnym pociskiem, rzuconym 
z punktu A z daną prędkością początkowa оь. Dla tej przyczyny 
parabola (6) nazywa się parabola bezpieczeństwa, 


Parabola bezpieczeństwa jest owłoką parabol, jakie opisuje pocisk 
rzucony z punktu A z prędkością początkową vo pod wszystkiemi 
możebnemi kątami strzału. Aby otrzymać tę owłokę, trzeba, jako 
wiadomo z Analizy, wyrugować parametr х między równaniem 
krążnej (4) i pochodną względem ж, albo co tosamo, wyrugować 
zmiennę u między równaniem 


шшщ = „uła ak 


i jego pochodną względem u 
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Wynikające ztąd równanie 
22. 


SE 


przedstawia właśnie parabolę bezpieczeństwa. 
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225. Gdy pocisk sferyczny jednorodny, albo złożony z warstew 
jednorodnych, jest rzucony w powietrze, wtedy, w przypuszezeniu 
ziemi nieruchomej, jedyne siły działające są : 10 ciężar pocisku, mg, 
który jest siłą stałą; 29 opór powietrza, który jest siłą skierowaną 
wedle stycznej do krążnej i w stronę przeciwną ruchu. 

Biorąc zagadnienie ogólne, załóżmy że opór powietrza wyraża się 
przez т(а + о"), a i k spółezynniki stałe; składowe tego oporu 
będą 


— m(a + kv”) а > —m(a + kv») y . 


Mamy więc równania różniczkowe ruchu 


de од 
w A иви 
ус w SU _ 
(2) ga = (a F kun) => 7. 


Pomnóżmy pierwsze równanie przez dży a drugie przez d?r, 
i odciągnijmy stronami, otrzymamy 


(a + kvn) (dedy — йу?) = даза. 


Dla uproszczenia, weźmy za zmiennę posiłkową kąt а jaki styczna 


RUCH PUNKTU MATERYALNEGO W PRZESTRZENI. 319 


do krążnej w punkcie M(x, y) czyni z osią «ów, będzie 


dy _ 
da 


sty a, 
da = v dosa dt; 


ztąd wynika 


dada? 
L — 27 — 
агау — dydzc TT 


dr 
dE = == dosa dv — 0 Wsta da. 


Podstawiając te wartości, otrzymujemy 
(3) ца -- kv”)da = а == (405 «00 — v wst a da). 


аро 


Jo" da= kda . 
g dosa 


pre” dy — (sty «+ 


g dosa 
Połóżmy teraz 


du 
=" zkąd vri dv= —; 


przez podstawienie tych wartości, ostatnie równanie staje się 


g dosa 


б) dun (sty a a. ) nk da 


g ia a 
To równanie jest linijne; całkując je znajdujemy 


nk (OS a* na 


u=— 
na | sty da 
4 sty (= Ета >) оа 
z h I 9 dos” + iz 
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albo 
3x Па а 
5) и ni dos'a sty 0 (2 T 1% 
ЕБ ri а dos" lx 
sty Л + gk А 


Tym sposobem prędkość v jest wyznaczona w funkeyi kołowej 
kąta a. 


Możemy teraz wyrazić dz, dy. dz w funkcyi а. Jakoż, jeśli 


wyrugujemy dws między równaniem (1): i pierwszem równa- 
niem (3), mnożąc stronami, otrzymamy 


vda = — 9 Edt, 


Z tego równania wywodzimy łatwo następujące 


9 


(6) dz = — Č da, 
7 
7 dy =styadz = — У уай, 
y \ go” 
v da 
8 BR, 
(8) g dosa 


Zagadnienie ogólne jest zupełnie rozwiązane jako zagadnienie 
Mechaniki, do Analizy należy całkowanie. 


Aby ułatwić całkowanie wskazane w formule (5), uczyńmy 


(т еа 5)= gi 


2—4 22 _ 2—1 24% 
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Więc 


Gdy n jest liczbą całkowitą dodatną, całka może się otrzymać 
pod kształtem skończonym. 


F 1 ANY, Я 
W szczególnym przypadku gdy 2 = 9, różniczka jest do- 
g 


kładna, i daje 


nk 1+2 , p nk ; 

пи —— -t = — —— LU 
Р 29(n-F1) 2 p : oa! 
29(n + wste(7 + 3) 


OPÓR POWIETRZA PROPORCYONALNY DO KWADRATU PRĘDKOŚCI. 


226. Gdy prędkość punktu ruchomego nie jest ani bardzo powol- 
na ani bardzo bystra, doświadczenie pokazuje że opór powietrza 
może być uważany jako proporcyonalny do kwadratu prędkości. 
Stosując do tego przypadku, który się zwykle zdarza, formułę (5), 
trzeba w niej uczynić a=0, n = 2; będzie 


: 2k f da 
00050) 2 = — — | ——: 
\ ) *g, dosa 
bla ułatwienia całkowania, połóżmy 


styaw =p albo а ==łuksty, 


Каа 
dy = „big Em wa AEO 
rt ү 2 


Zatem powyższe równanie staje się 


160 nn p A © 2k fæ VEE рё 
9. 


y? 


MECHANIKA. 
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Wykonywając całkowanie, znajdujemy 


(9) Р 


А г (с — pV1+ 0? — log(p + VI 0 +5]. 


Stateczna dowolna ( wyznacza się przez wartości początkowe 
čo Í po, to jest 


+ po VI + р? + log(o + V трд). 

Та równość dowodzi że stateczna С jest dodatna i większa od 
REMI po VI + pè + log (po + VI F po). 
Zachowując literę © uczyńmy jeszcze, dla skrócenia, 


C — рМ Pp? — log(p + VI + P) = (р), 


będziemy mieli, na mocy równania (9), 


(10) gan ба, ыар! 
ko p) 


(11) Кат == — dp R 
(p) 

(12) kd a= AP , 
(p) 
= dp 

(13) Vkgdt == — —-.. 

Velp) 


Te równania nie mogą się całkować, chyba tylko przez przybli- 
żenie. Ostatnie pokazuje że dt i dp są znaków przeciwnych ; co 
dowodzi że p maleje kiedy ź rośnie. Owoż (p) 2 0; więc p 
maleje aż do — со, bo inaczej czas t nie mógłby powiększać się 
nieograniczenie. 
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227. Szukajmy teraz krążnej. Mamy 


*p dp 
ht = — AE) 
Jpo PIP) 
'р pd, 
сг 4 21 
? Ро Ф\р) 


A З А И e 
Ponieważ funkcya (у) jest dodatna, a zaś W < 0, ztąd wno- 
PW), p 


simy że © rośnie gdy p maleje od p, aż do — >. Со do rzę- 
: SF kdi — р 5 e : 
dnej y, jej pochodna У. Р dowodzi że y najpierwej ro- 
ар (p) 
śnie gdy p maleje od pọ do p= 0, a polem y ip maleją 
nieograniczenie. 


Y Ма Кыш, 
| Л NM 
| pe \ 
ГА А \ 
ТА | d€ [le 
7 унн 
// D 
А / Е 
H KIK 2 


Nazywając «4, yy spółrzędne wierzchołka G krążnej, many 


p Ф(р) К Јр Ф) 


Począwszy od wierzchołka krążnej, ruch punktu materyalnego 
zbliża się coraz bardziej do ruchu pionowego. Gałąź GB przedłu- 
żona ma niemaltycznę. Aby tego dowieśdź, przenieśmy początek 
spółrzędnych do wierzchołka С, biorąc oś rzędnych w kierunku 
ciężkości, to jest połóżmy а 


® == +2, у=й—у!'; 
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co daje 


жр) = C+ p VI Fp? + log VI р"): 
Owoż, odcięta w' dąży do granicy skończonej gdy p' rośnie aż 
do so; albowiem, biorąc ilość skończoną i < р, będzie 


kar = | (= ei REIN СИ 


Pierwsza całka jest oczywiście skończona. Со do drugiej, ponie- 
waż Ф(—р)> Ср? mamy 


p dp! Ј SCAR O 
m 79 łuk st - —łuk sty = М 
н; RP л ОТР l Е s à чу z) 


więc 


Rzędna y' rośnie nieograniczenie, gdy p” zwiększa się coraz bar- 
dziej. Jakoż, 


pdp! 'рР pdp! 
П poy | дер, 
И f ẹ(— р!) #(— р!) 


Ale widocznie 


р) 0+1 Hp ов ++ p") +log2 < mp”, 


oznaczając przez m liczbę większą od jedności; ta liczba dąży do je- 


GI 
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dności w miarę jak р’ rośnie nieskończenie, albowiem 


1 
C-+1 + 5 log(1 + p?) -+ log2 
m >14- ———— gh = 


Można więc wziąć m takie żeby zawsze było 


Е) p'dp! Je ар 
ky! “|, 
= o Ф(— р!) za i тр 


Owoż 


p , (mr зоо di 
J L з log (7). a zaś І] ФР — 20; 
1 mp m ‚2 i mp 


więc y! może przejść wszelką wielkość. 
Z tego wszystkiego wynika że gałąź CBD ma niemaltycznę EF, 
daną przez równanie 
dj! 
Je (— р) 


а 


Gałąź СА przedłużona та także niemaltycznę, ale pochyłą de 
osi odciętych. Jakoż, (р) 2 0, а pochodna 9'(p) =— 2ұ1 +2; 
lo dowodzi że 9(p) maleje aż do zera, gdy p rośnie do pewnej war - 
tości p, która daje (pı) = 0, p nie może przejść ро za p, bo d* 
byłoby urojone. Przez początek A _ spółrzędnych poprowadźmy 


prosię AK 
у—р‹®, 
i spuśćmy na nią prostopadłę NK z punktu № (x, y) gałęzi САМ 


przedłużonej ; będzie 


p C—pVi-Fp* — log(p-+VI Fp) 


SZM . 2 f (а — p)dp 
Vip? Fp 


Owoż, gly p= pp oba wyrazy ułamka pod znakiem Í stają się 


+ 
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zero, ale wartość ułamka, znaleziona metodą wiadomą, równa się 


ЕЕ зер więc granica prostopadłej NK jest ilością skończoną, 
2V1 + р? 


i wyraża się przez całkę 


gr.NK = - езх wd | р. (p х Л. ; 
КҮ 4р? Jm ФР) 


Zatem prosta GH równoległa do prostej AK, poprowadzona 
przez punkt G taki żeby AG = grNK М рё, jest niemaltyczna 
gałęzi САМ. 


228. Gdy kat strzału ж, jest bardzo mały, pocisk nie wznosi się 
wysoko ; wtedy można, zaniedbując р? jako bardzo małe, zeałkować 
równania (11), (12), i znaleźć krążnę przybliżoną. Ten przypadek 
zdarza się w strzale rdzennym artylleryi, i wtenczas krążna składa 
się z krzywych prawie parabolicznych. W takim razie, zaniedbując 

О ga 1--7? т 
pi biorąc tylko ө) = 7 6 Б ° рь = р, popełnia się błąd 

Ш Vo 
bardzo mały. 


Fei , . ( А . б П 
Połóżmy, dla skrócenia, p „IGR 4, bedziemy! MIENI 


z przybliżeniem, 


k к { dp 
тш ро ® = р 


ky = =~- 1: zB żę 
| po © Po + p 
Pierwsze równanie zcałkowane daje 
ke = log а-о р 
a 
albo 


пек =a + ру — р, 
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Drugie daje 


Я Е 
ky = p —po + (а + polog PE. 
Więc, jeśli wyrugujemy p, otrzymamy przybliżoną krąźnę 
y = apa — (ele — kr —4), 


albo 


1-Е Po” 


AGR | 


(e —ka—1). 
Czyniąc k=0, znajdziemy krążnę w próżni (223). 


SIŁA STYCZENNA, SIŁA DOŚRODKOWA. 


229. Jakakolwiek jest siła P, poruszająca punkt materyalny 

w przestrzeni, można ją zawsze rozłożyć na dwie siły, z których 

‚ jedna ma kierunek stycznej a druga kierunek normalnej do krążnej 
tego punktu. 


г Р.В 
odka 
Ni ; 
м 
А 4 
Jakoż, 
dx „dz dz 
ddr Un "ai НЬ. dt” 
albo 


ŻE 
de Ф dz ту ds 


=й dw 


328 ROZDZIAŁ IL. 

A jeśli oznaczymy przez о, 3, у kąty jakie prędkość punktu 
ruchomego w położeniu M(z, у, z) czyni z trzema osiami prosto- 
kątnemi, przez р promień krzywizny, i przez А, р, » jego kąty 
z temi osiami, będziemy mieli 


2 12 
= = dosa + =. боз х. 


Tym sposobem równania ruchu punktu maleryalnego w przes- 
і р © 
trzeni biorą kształt 


у на ти „| 
mag "ше 0 
ту РЕР: dv my? z 
(1) лз = m ET 40568 ЕЕ i (0$ p 
д2 m% 
Шла gy 9957 ka ке 


Те równania pokazują że, w ruchu krzywolinijnym punktu ma- 
teryalnego, siła poruszająca P, (wynikowa wszystkich sił które na 
ten punkt działają), rozkłada się na dwie siły prostokątne; jedna 


н dv A Е ес 
znich m—- та kierunek stycznej МТ w położeniu M punktu 


dt 
materyalnego na krążnej, i dlatego nazywamy ją SIŁA STYCZENNA ; 


2 


mw Я r , 
druga -, Skierowana wedle promienia MK kąta krzywizny 
Pp 


i ku jego środkowi K, została mianowana SIŁĄ pośropkowa albo 
sta kuśrodkową (centripeta). Oznaczając przez S i D te dwie siły 
składowe, mamy 


а du __ т S. s dka mvdv _ ш 
ИТИ ŻONĘ р ZR 00 
(9) 
mv? 
| W =D, 
M p 
Wartości 
dv 2$ е v? 
= "ALBO Si i — 
dł de p 
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nazywają się pierwsza przyspieszeniem styczennem, druga prz zyspiesze- 
niem dośrodkowem 


Powyższy rozkład sił jasno dowodzi że siła poruszająca P, a tem- 
samem przyspieszenie całe j punktu ruchomego, jest na płasczy- 
znie przylegającej do krążnej w punkcie M; albowiem płasczy- 
zna PMT, na której leży sila P, zawiera stycznę MT i promień 
krzywizny MK krążnej. 7 


Formuły (2) pokazują wydatnie jakim sposobem siła działająca па 
punkt ruchomy wpływa па jego prędkość i na krzywiznę krążnej. 
I w samej rzeczy, zmiana jakiej ulega wielkość prędkości punktu 
materyalnego, pochodzi jedynie od siły styczennej ; tak że, gdyby ta 
siła styczenna była ciągle zero, to jest gdyby siła poruszająca P 
była ciągle normalna do krażnej, prędkość nie zmieniałaby się i 
ruch byłby jednostajny. 

Podobnie, krzywizna s zależy wyłącznie od siły dośrodkowej ; 
lak że, gdyby siła dośrodkowa była ciągle zero, to jest, gdyby 
siła poruszająca była ciągle styczna do krążnej, krzywizna tej linii 
byłaby zero, i ruch byłby prostolinijny ; i nawzajem. 


Jeśli punkt materyalny jest pod działaniem kilku sił, składać 
wszystkie siły w jedną wynikowę P, i potem rozkładać tę ostatnią 
na dwie składowe, styczenną i dośrodkową, wychodzi na jedno со 
rozkładać osobno każdą z sił przyłożonych na dwie inne, jedną we- 
dle stycznej, a druga na płasczyznie normalnej do krążnej. Siły 
styczenne składają się w jedna siłę S, równą ich summie algebry- 
cznej; a siły normalne dają wynikowę D, skierowaną wedle pro- 
mienia koła krzywizny ku jego środkowi. Zkąd wynika że, jeśli 
*która z sił przyłożonych do punktu materyalnego M jest normalna 
do krążnej, to ona nie daje składowej styczennej, nie wchodzi do 
wartości mI, i temsamem nie wpływa na przyspieszenie A 
Tak samo, siła skierowana wedle stycznej do krążnej nie wchodzi 
do wartości maw a zatem nie wpływa na zmianę kierunku pręd- 


p 
kości. 
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230. Gdy punkt materyalny M, poddany sile P, jest zmuszony 
poruszać się na krzywej stałej AB, można go uważać jako wolny, 


4 


К kopa Ит 


| DA |/ | бА 
MN = N' 


przydając tylko do siły P oddziaływanie N danej linii. To oddzia- 
ływanie, czyli opór N krzywej AB, albo tężność wiązadła które 
zmusza punkt ruchomy M do jej opisywania, jest normalne do tej 


krzywej, a równe i przeciwne parciu punktu M. Aby znaleźć usta- 


wę ruchu punktu materyalnego, rozłóżmy siłę poruszającą P па 

styczenną 5 i na normalna Q do krążnej AB. Poniewaz siła N, 

w przypuszczeniu że niema tarcia, jest normalna do danej krążnej 
i 


о А . ‚э v f ‚ за 
i nie wchodzi do wartości е7 , równanie różniczkowe ruchu 


punktu materyalnego na tej linii, jest 


To równanie ma zupełnie ten sam kształt co równanie różni- 
czkowe ruchu prosłolinijnego 


dr 
тт.—— == P, 
ПР. 


і analitycznie jest to samo, jeśli siła styczenna S wyraża się w funkcyi 
zmiennych sit tak jak siła Р w funkcyi zmiennych sit. 


Nie trudno, uważając siły styczenną i dośrodkową, znaleźć parcie 
jakie dana krążna AB wytrzymuje. Niech będzie D wynikowa 
sił N i Q leżących na płasczyznie normalnej do krążnej w punkcie M. 
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Г ; $ 3 7 О четсе 
siła D jest siłą dośrodkowa, która ma natężenie — i działa 


p 
w kierunku MK promienia koła krzywizny. 


+ z е 3 * 1 A mo? 
Siłę D’, równa i przeciwną sile dośrodkowej D=—- , nazwano 
Ё 


SIŁA ODŚRODKOWA (centrifuga). Trzeba dobrze uważać że siła odśrod- 
kowa nie działa na punkt ruchomy M, bo do niego nie jest przy- 
łożona ; jest to siła zmyślona. 


Owoż, opór № jest równy i przeciwny parciu № jakie punkt ma- 
teryalny wywiera, w każdej chwili, na krążnę na której zostawać 
musi, a siła odśrodkowa D jest równa i wprost przeciwna wyni- 
kowej sił Ni Q; więc parcie N’ jakie dana krążna wytrzymuje 
jest wynikowa siły odśrodkowej D’ i siły normalnej Q. 


Jeśli siła przyłożona Р ma kierunek promienia krzywizny krążnej, 
wtenczas, jako łatwo widzieć, parcie № jest summa albo różnicą 
siły odśrodkowej M” i siły Р. ` 


W szczególnym przypadku, gdy siła przyłożona P jest styczną 
do danej krażnej, składowa 0 = 0, i opór N stanowi sam siłę 
dośrodkową D; wtedy siła odśrodkowa Р’ wyraża całe parcie 
jakiego krążna doznaje. 


231. Uważajmy teraz punkt materyalny który, nie będąc podległy 
żadnej sile przyłożonej, jest zmuszony zostawać na danej krzywej 
і porusza się na niej na mocy odebranej prędkości początkowej. 
Możemy wyobrazić sobie ten punkt jako wolny, jeśli przyłożymy 
do niego siłę N która przedstawia oddziaływanie danej krążnej. 
Ponieważ siła N jako normalna nie wchodzi do składowej styczennej, 
będzie 


ma 


Кай 


р == 00 i з == 00 A 80. 


To dowodzi że, w przypadku uważanym, punkt materyalny M 
przebiega daną krażnę ruchem jednostajnym. Nadto Q 0, przeto 
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А 
N = ——. Więe, gdy punkt materyalny przebiega dana krążnę 


ruchem jednostajnym, siła odśrodkowa przedstawia jego parcie 
na tę krążnę, albo wyraża tężność wiazadła które go zmusza do 
opisywania tej krążnej. 


Jako przykład tego rodzaju ruchu weźmy procę. Kamień przy- 
czepiony do jednego końca sznurka, którego drugi koniec trzymamy 
w ręku, stanowi procę; dając szybki obrót kamieniowi, można 
otrzymać żeby opisywał, ruchem jednostajnym, mniej więcej okrąg 
pionowy na około ręki (216). Niech będzie M najniższe położenie 


ca” 


м: 

| 

i „AD 
spi 

"mą M 


kamienia. Tężność sznurka w kierunku OM byłaby równa cięża- 
rowi mg kamienia, gdyby był nieruchomy ; ale, jeśli jest w ruchu, 
trzeba przydać do tego ciężaru siłę odśrodkową =” której kie- 
runek schodzi się z jego kierunkiem. Więc tężność sznurka w po- 
łożeniu ОМ, wyraża się przez 


W położeniu średnicowo przeciwnem ОМ”, ta tężność będzie 


v? \ 
"(® — 9). 
-P 


Jako widzimy, tężność może być dodatna albo odjemna, a nawet 
zero, w miarę większej albo mniejszej prędkości. Jeśli tężność jest 
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dodalna, sznurek zostaje ciągle-wytężony, i kamień opisuje przybli- 
żony okrąg. Jeśli przeciwnie tężność jest odjeinna, sznurek nie jest 
wytężony i kamień opada. Nakoniec, tęźność zero jest punkiem 
przejścia z jednego stanu do drugiego. To wszystko stosuje się do 
położeń pośrednich, јако ОМ”; tylko, aby mieć tężność, trzeba 
brać, nie cały ciężar my kamienia, ale jego składowe mgdosa 
wedle przedłużenia sznurka. Zresztą, tężność w położeniach pośred- 


2 
nich jest zawarta między m|” + s) i ZE — 9) ; zaniedbując 
; р Р / 


\ 


ciężar samego sznurka 


252. Jeśli punkt materyalny M musi poruszać się na danej po- 
wierzchni, wtenczas opisuje na niej pewną linię AMB. Można uwa- 
żać punkt M jako wolny w przestrzeni, dołączając tylko do siły 
poruszającej P siłę N która przedstawia oddziaływanie czyli opór 
tej powierzchni. Opór N, równy i przeciwny parciu punktu M, 
jest normalny do powierzchni, jeśli niema tarcia. W tem przypusz- 
czeniu, rozłóżmy siłę P na dwie, jedną 5 styczną do krążnęj 
AMB, drugą Q leżącą na płasczyznie normalnej do tej linii. 
Siły N, Q, obie normalne do krążnej, składają się w jedną D 
skierowaną wedle promienia krzywizny w punkcie М(, у, z) 
krążnej. Mamy więc, jako w poprzedzającym przypadku, 


dv | mu? 
MOZE SI — ЖЕТ); 


dt 2 


Rozumując јако wyżej. znajdziemy łatwo że parcie jakie powierz- 
“тта wytrzymuje, w danym punkcie, jest wynikowa siły odśrodkowej 
D’ z siły normalnej Q, u ta wynikowa jest prostopadła do powierzchni. 

Więc, aby można wyznaczyć parcie, trzeba mieć Q, v i р, to jest 
znać ruch punktu materyalnego i jego krażnę. Widzimy teraz dobrze 
że siła odśrodkowa czyni różnicę między oddziaływaniem statycznem 
i oddziaływaniem dynamicznem powierzchni albo linii. I tak, jeśli 
punkt materyalny M zostaje w równowadze na danej powierzchni, 
będzie v = 0 itemsamem D= 0; wtedy siła Q jest normalną 
do powierzchni i wyraża całe parcie. Ale, jeśli punkt M porusza 
się natej powierzchni, która zawsze przeciwstawi opór, w tym ruchu 
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zmuszonym istnieje koniecznie siła: dośrodkowa D; zatem parcie 
mv? 

"st 


jest wynikową siły Q i siły odśrodkowej 


W szczególnym przypadku, gdy siła przyłożona P jest styczna do 
krążnej, albo gdy niema żadnej siły przyłożonej, Q = 0; wtedy 
siła odśrodkowa stanowi sama parcie punktu materyalnego na po- 
wierzchnię i jest do niej normalna. Ale siła odśrodkowa jest zawsze 
na płasczyznie przylegającej do krążnej ; ztąd wynika że, w przypad- 
ku którym się zajmujemy, ta płasczyzna przylegająca przechodzi 
przez normalnę do powierzchni w tym punkcie : co jest właśnie 
cechującą własnością linii geodezyjnej. Więc opisana krążna jest 
jedną z iimj geodezyjnych danej powierzchni. 


Z tej okoliczności dobrze jest uważać że linia geodezyjna posiada 
trzy główne własności : 


1° geometryczną : jest ogólnie najkrótszą linią jaką można popro- 
wadzić na danej powierzchni między dwoma jej punktami (*). 


2° statyczną : wyraża figurę równowagi którą bierze sznurek wy- 
tężony na powierzchni. 


3° dynamiczną : jest drogą którą idzie punkt materyalny na po- 
wierzchni gdy jest zostawiony swojej własnej prędkości. 


235. SIŁA BEZWŁADNOŚCI. Nazywa się siłą bezwładności punktu 
materyalnego w ruchu siła równa i wprost przeciwna jego sile po- 
ruszającej. 

Niech będą 2, у, z spółrzędne punktu materyalnego, odniesione 
do trzech osi jakichkolwiek ; m jego massa, £ czas. Wiemy że skła- 
dowe siły poruszającej P, szacowane wedle tych osi, wyrażają się 

Ge у 


dz Я (м 
przez m m, max; zatem składowe siły bezwładności są 
de а? de 5 


Ф dy d?z 
=m—. — т — 
[/ 


m— • 
ie" de 


(/) Na sferze tuki kół wielkich sa liniami geodezyjnemi. Najkrótszą droga od 
jednego punktu do drugiego na sferze jest dobrze łuk koła wielkiego ; ale na~ 
wzajem łuk koła wielkiego łączący dwa punkta nie jest najkrótszą droga, jeśli 
nie jest mniejszym łukiem tego koła. 
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Widzieliśmy że siła poruszająca P rozkłada się na dwie siły pro- 


Я , ту? , 
› і па dośrodkową — . Tak samo 


40 
dt 


siła bezwładności może się rozłożyć na dwie które są im równe 


stokątne, to jest nastyczenną m 


i wprost przeciwne; pierwsza jest siłą styczenna bezwładności — m T 


2 

я 3 110" 

druga siłą odśrodkowa —. 
p 


Siła bezwładności punktu materyalnego wypływa z niego samego, 
jest jego oddziaływaniem przeciw sile poruszającej; a nie będąc 
przyłożona do tego punkta, nie może w żaden sposób ani mu udzie- 
lać ruchu ani go w niczem modyfikować. Siła bezwładności jest 
siłą idealną. Nazwa siły bezwładności nie zdaje się logiczna, ale jest 
użyteczna w wysłowieniach twierdzeń mechaniki. Mieliśmy już tego 
przykład w wyrażeniu parcia za pomocą siły odśrodkowej ; zoba- 
czymy później jak wprowadzenie samej nazwy sił bezwładności 
ułatwia wysłowienie daleko ważniejszych twierdzeń. 


Aby lepiej wyjaśnić to co nazywają siła odśrodkowa weźmiemy 
kilka przykładów. 

254. ZAGADNIENIE V. Kulka M majaca masse m, zawieszona 
w punkcie A na niet długości АМ == а, została oddalona od poto- 
żenia pionowego АО, i pehnięta tak żeby opisywała koło promienia 
OM=R ruchem jednostajnym. Znaleźć tężność nici AM. 


A 
ц \ 


Nazwijmy s długość łuku BM koła, odpowiedającą kątowi środ- 
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kowemu ВОМ == 0; będziemy mieli 


SEE RQ. 
(o daje prędkość 
ds dg 
= i — a 
dt dt 


$ do ; sA, AE 
Stosunek р ywa się prędkością kątową punktu M; jeśli ozna- 
с 


czymytę prędkość przez о, będzie 


Zalem, siła odśrodkowa wyraża się przez 


) 
mu? 2 
Е Ы 


p 
a шату 


(0 = mg. 


'Tężność nici jest wynikową tych dwóch sił prostokątnych. Owoż, 
niech pionowa MG przedstawia ciężar kulki M, a długość MH, 
wzięta na przedłużeniu promienia OM, siłę odśrodkową то; prze- 
Каша MK równoległoboku MGKH przedstawi wielkość i kierunek 
tężności nici AM. Więc dwa trójkąty podobne MHK, MAO dają 


AM МО” 


zkąd 


moha 


R 


== mwa. 


МК = 


Теп wynik dowodzi że tężność nici zależy od jej długości, od 
massy kulki i od prędkości kątowej. 
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235. ZAGADNIENIE ҮІ. Punkt materyalny, pod dziataniem siły ma- 
Јасеј kierunek stały, porusza się, w pewnym środku który stawi opór. 
Wyznaczyć ustawę oporu jeśli krążna jest wiadoma, i nawzajem krążnę 
Jeśli opór wiadomy. 


Biorąc oś rzędnych wprost równoległą do siły Y działającej na 
punkt ruchomy, nazwijmy R opór środkai s łuk przebieżony; 
równania różniczkowe ruchu, wyrażone przez siły styczenną i do- 
środkową, będą (w przypuszczeniu m = 1) 


vdv dy 
А e 
v? da 
i M a 
Owoż, 
a dE 
Р ту’ 


przez podstawienie tej wartości, drugie równanie staje się 


ds? tå 
ал? Фу 
йә 


$ 
= 
| 


Dla wyrugowania składowej Y sà zróżniczkujmy ostatnie ró- 


wnanie względem æ, otrzymamy 


po d I ade d У 
dr ав da? dzy 2 da? du dzy” 


da? da? 


Ale, ponieważ z jest zmienną niezależną, mamy 


MECHANIKA: 22 
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podstawmy tę wartość i podzielmy przez A będzie 


„ dv tds dw Үү 
"ds Z+ dz dz dy ` 
da? 


Odciągając teraz ostatnie równanie od pierwszego, znajdujemy 
formułę 


2 dz da Фу 
аа? 
która rozwiązuje podwójne zagadnienie. 


W szczególnym przypadku, gdy opór jest proporcyonalny do 
kwadratu prędkości i do gęstości D środka, oznaczając przez k 
spółczynnik stały, mamy 


R = kDv? 
Jeśli wyrugujemy v? i potem р, będzie 
-= z, Y 
R = kD А 5 
ak) эта “Шу 
da? 


Więc, podstawiając wartość R, znajdujemy 


a 
PO i К + E: E 1 ‹ 
= ds Y du dy а de ke 


da? da? 


Та formuła daje gęstość środka w którym się punkt porusza, gdy 
krażna jest wiadoma; i nawzajem daje krążnę gdy gęstość jest 
wiadoma. 


236. ZAGADNIENIE VIL Punkt materyalny, przyciagany przez środek 
stały, porusza się w płynie opornym (w powietrzu). Wyznaczyć ustawę 
oporu gdy j est znana krążna ; i nawzajem krażnę gdy opór wiadomy. 
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Weźmy punkt w którym się znajduje środek przyciągający za 
początek spółrzędnych biegunowych », 0. Nazywając Q siłę przy- 
ciągającą, R opór, p prostopadłę spuszczoną z bieguna na stycznę 
do krążnej w punkcie M(», 0), i biorąc massę m= 1, mamy 
równanie różniczkowe ruchu 
dv dr 


парат л 


Owoż, wiadomo z Analizy że 


daly 


dp 


"© 


przez podstawienie tej warlości, drugie równanie staje się 


Aby wyrugować składowę Q A „  zróżniczkujmy oslatnie ró- 


wnanie względem ds, będziemy mieli 
duv__1 d. 1/,, dr КОЧ. di 
НИ р A Д ту 
» ds 5 ds AG a T= Q ds z 2> ds (z Pa T) 


po czem, odciągając to równanie od pierwszego, znajdujemy for- 
mułę 


= b KU ZGONIE „Uk 
К == ы Тн (p Q T) 


która rozwiązuje podwójne zagadnienie. 


W szczególnym przypadku, przypuszczając opór proporcyonalny 
do kwadratu prędkości i do gęstości D; będzie 


R = 002; 


gdzie k oznacza spółezyńnik stały, 
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Jeśli wyrugujemy v? będziemy mieli 
dr 
EB ОЛ 

Ор dp 


Więc, porównywając tę wartość R z powyższą, otrzymujemy 
formułę ; 


4. gn dE 

| Aar Ты b 

эю = ———— == — z 108 | ) 
$ 


PO — 
PQ dr ds 
ds 


która daje gęstość gdy krążna jest wiadoma ; i nawzajem. 

Jeśli zcałkujemy ostatnie równanie, oznaczając przez A statecznę 
dowolną, znajdziemy 
—2k f Dds 
e 

z dr 

ds 

Ta całka daje siłę przyciągania, gdy krążna punktu ruchomego 

i gęstość płynu są wiadome. 


Uwaga. Zagadnienie VI i VII znajdują się w dziele NEWTONA : 
Principia, lib. Il, rozwiązane szczególnemi sposobami które świad- 
eza о geniuszu wielkich matematyków owego wieku. 


ROZDZIAŁ III. 


TWIERDZENIA ZASADNICZE. 


Są, w małej liczbie, ogólne twierdzenia stanowiące główne za- 
sady w Mechanice punktu, które dają, w pewnych przypadkach, 
całki pierwsze równań różniczkowych ruchu, albo przynajmniej 
wydatnie pokazują ważniejsze własności tego ruchu. Niemi się teraz 
zajmiemy. 


237. TWIERDZENIE ILOŚCI RUCHU, W ruchu prostolinijnym punktu 
materyalnego massy m, pod działaniem siły P, mamy 


би ке 
m 3 I 
albo 
(1) mdv = Pdt. 


Zkąd, całkując w granicach czasu 0 i 4, otrzymujemy 
( 
(2) то — mw, = | Раг. 
JO 


Wieloczyn то, jako już wiemy, nazywa się ilością ruchu punktu 
materyalnego. Wieloczyn Pdć został mianowany popeędem różnicz- 


^i 

kowym sity, a całka J. Pdt popędem siły przez czas /. Równa 
0 

nia (1) i(2) wyrażają tak zwane TWIERDZENIE ILOŚCI RUCHU. 


Przyrost ilości ruchu punktu materyalnego, przez czas nieskończenie 
mały dt, albo przez czas skończony t, jest równy popędowi siły przez 
ten sam czas. 
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To twierdzenie stosuje się do rzutu ruchu na osi jakiejkolwiek. 
Jakoż, mamy 


27 
m 38 O X 

; albo 
d.m dz E Ad 

dt 
ай, całkując, otrzymujemy 
da i | M үр 
(3) m ram m % „SJ, Xdt. 


Wieloczyn т massy punktu materyalaego przez rzut jego 


prędkości na osi OX jest rzutem ilości ruchu na tej osi, a wielo- 
em Xdt jest rzutem popędu siły, albo popędem siły zrzutowanej, 


Zatem, równania (3) i (4) tak się wysłowiają : 


Przyrost ilości ruchu zrzutowanego na osi jakiejkolwiek, przez czas 
nieskończenie mały dt, albo skończony t, jest równy popędowi siły 
zrzutowanej przez ten sam czas, 


Uważajmy jeszcze siłę styczenną. Mamy 


mdv = Sdt, 


zkąd, całkując, 
ч 
(4) то — ть, = | Sdt, 
0 


Te dwa równania dowodzą że przyrost ilości ruchu punktu mate- 
ryalnego, przez czas jakikolwiek, jest równy popędowi siły styczennej 
przez ten sam czas. 


Całki dające popęd siły P albo popęd jej rzutu mogą się wyra- 
chować ściśle albo z przybliżeniem przez kwadratury, gdy siła jest 
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funkcyą wiadomą czasu ź. Jeśli zaś ta siła jest funkcvą ilości które 
są funkcyami niewiadomemi czasu, jako prędkość, nie można otrzy- 
mać rzeczonych całek aż po zupełnem rozwiązaniu zagadnienia ; 
bo dopiero wtedv siła będzie się mogła wyrazić w funkcyi wywi- 
kłanej czasu ź. Ale, czy całkowanie jest albo nie jest możebne, 
całka powinna być zawsze uważana jako mająca wartość zupełnie 
wyznaczoną, chociaż niewyłuszczoną. 


t 
Jeśli całka J Sdt wyraża się pod kształtem skończonym, wtedy 


0 
mamy jedną z całek ruchu która daje prędkość punktu materyalnego. 


Gdy siła P jest ilością stałą, jej popęd wyraża się przez Pt. Owoż, 
popęd siły ma za miarę przyrostfilości ruchu punktu materyalnego, 
przez czas jej działania. Zmierzywszy massę i prędkość pocisku przy 
wyjściu z działa, mamy wieloczyn то który daje wartość popędu 
siły pochodzącej ze spalenia prochu ; ale nie mamy samej siły, bo 
jej wprost mierzyć nie można, nie znając naprzód ustawy jej działa- 
nia. Dzieląac wieloczyn mv przez czas £ działania siły, znajdujemy 
wartość średnią tej siły. 


288. TWIERDZENIE MOMENTU ILOŚCI RUCHU. Uważając moment 
ilości ruchu punktu materyalnego, otrzymuje się twierdzenie równie 
ważne, jak powyższe. Weźmy równania różniczkowe ruchu punktu 
materyalnego w przestrzeni. 


pomnóżmy pierwsze przez у drugie przez œ i odciaągnijmy stro- 
nami, będzie 


„ABY Pe) ; 
ufa — Y TE = Үл — Xy. 
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Pomnóżmy teraz przez dt, i zcałkujmy w granicach czasu od 0 
do t, znajdziemy 


dy ЕЗ JU 
9 m g- — y =] — (Yx — Ху) 
(5) (22 уа) Ју ХИ 


Przypuszczając osie spółrzędne prostokątne, i uważając 


da dy mE 
ШЕРІ bOn dee sśerraź 


jakoby składowe siły mającej natężenie mv, widzimy że pierwsza 
strona wyraża moment ilości ruchu względem osi OZ. Ztąd na- 
stępujące Twierdzenie momentu ilości ruchu. 


Moment ilości ruchu punktu materyalnego, względem jakiejkolwiek 
ost, jest równy momentowi popędu siły około tej osi, przez czas t. 


Gdy druga strona może się całkować, równanie (5) daje jedną 
całkę ruchu ; inaczej to równanie nie jest korzystniejsze od innych. 
Całkowanie jest możebne w szczególnym przypadku, gdy moment 
siły Р względem osi jest zero. Со się zdarza, kiedy siła znajduje 
się na jednej płasczyznie z pewną linią prostą niezmienną. o 
wiem, biorąc tę prostę za oś 07, będzie 


Yz — Ху = Pg wst}; 


wtedy, albo siła P spotyka oś OZ, co daje ў = 0; albo jest do 
niej równoległa, co daje wsty = 0; wobydwóch razach moment 
Pqwsty = 0. Więc, w tym przypadku, moment ilości ruchu wzglę- 
dem osi OZ jest ilościa stateczną. 


Ten ważny wynik prowadzi do głównego twierdzenia zwanego 
ZASADĄ POWIERZCHNI, które teraz wyłożymy. 


239. Jeśli siła P, działająca na punkt materyalny, jest ciągle na 
tej samej płasczyznie z pewną prostą niezmienną, moment siły 
względem tej prostej jest zero, jakośmy powiedzieli; więc, biorąc 
tę linię za oś 07 będziemy mieli 


dy ч) н 
m (227 — У, = 
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albo 


Ztąd, całkując i nazywając c statecznę dowolną, otrzymujemy 
(6) sdy — уйш = ой. 


Niech będzie teraz, w założeniu trzech osi prostokątnych 
ОХ, OY, OZ, położenie M(#, у, 2) punktu materyalnego na końcu 


czasu £, MM łuk opisany w czasie dt, МХ jego rzut na płasczy- 
znie cy, ON =r rzut promienia wodzącego ОМ na tej płasczy- 
znie, Jeśli nazwiemy 6 kąt promienia ON zosia OX, będzie 


6 = łuksty! . 


Ztąd, różniczkując, wyprowadzamy 


albo 
zdy — ydr: 12010. 


Porównywając ten wynik z równaniem (6), znajdujemy ważną 


346 ROZDZIAŁ HI. 


formułę, użyteczna w Astronomii 


(7) rdQ = cdi, 


Owoż, wieloczyn 57409 wyraża powierzchnię wycinka NON’; 


jeśli więc nazwiemy dA tę powierzchnię, będzie 
A = 5 cdt, 
Кай, саікијас wyprowadzamy 
(8) = 5 ct. 


Nie przydaliśmy statecznej dowolnej, bo przypuszczamy że A = 0 
gdy t = 0. Ostatnie równanie pokazuje że ilość stała 5° oznacza 


powierzchnię którą rzut ON promienia wodzącego OM, na płas- 
czyznie prostopadłej do prostej OZ, opisuje w jedności czasu. 
ZASADA POWIERZCHNI. Formuły (7) i (8) stanowią właśnie zasadę 
powierzchni którą tak się .wysłowia 
/ 


Gdy siła poruszająca punkt materyalny jest ciągle na jednej ptas- 
czyznie z pewną prosta niezmienną, promień wodzący który tączy 
jeden z punktów tej prostej z punktem materyalnym, zrzutowany na 
płasczyznie prostopadłej do tej linii, opisuje powierzchnie н Opor- 
cyonalne do czasów. 


NAWZAJEM, jeśli punkt materyalny porusza się w przestrzeni tak, że 
rzut promienia wodzącego na pewnej płasczyznie opisuje wycinki pro- 
porcyonalne do czasów, wtedy siła poruszająca znajduje się na jednej 
płasczyznie z prostą przechodząca przez spólny wierzchołek tych wycin= 
ków i prostopadła do ich płasczyzny. 


Na dowodzenie wzajemnicy weźmy płasczyznę opisanych wycin- 
ków za płasczyznę zy, i prostopadłę; do niej we spólnym wierz- 
chołku tych wycinków za oś OZ; ta oś przejdzie przez biegun pro- 
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mienia wodzącego* Terez, według założenia, mamy 
== 


Кай, różniczkujac, wywodzimy 
dA == саб 
albo 


«dy — уйа = edt. 
Różniczkując drugi raz, będzie 


хау — уйа = 0. 
Tema wynikowi można dać następującą postać 


ка ЫЛ. с e= Є АЫ 
26 YTE = Yo Ху 20% 


Owoż, ostatnie równanie dowodzi że moment siły poruszającej 
względem osi OZ jest zero ; więc ta siła jest ciągle na jednej płas- 
czyznie z osią 07. 


240. Zasada powierzchni ma zawsze miejsce gdy siła poruszająca 
jest siła środkową, to jest taką której kierunek przechodzi ciągle 
przez ten sam punkt stały czyli środek. I w samej rzeczy, jeśli 
punkt materyalny jest pod działaniem siły skierowanej ku środkowi 
stałemu О, zasada powierzchni stosuje się do wszelkiej płasczyzny 
poprowadzonej przez ten środek, bo wtedy siła poruszająca znaj- 
duje się na jednej płasczyznie z każdą prostą przez środek O prze- 
chodzącą. W tym przypadku zasada powierzchni daje zaraz trzy 
całki pierwsze ruchu. Aby je otrzymać, przez środek О popro- 
wadźmy trzy płasczyzny prostokątne XOY, ХОХ, YOZ, ina każdej 
uważajmy wycinki jakie rzut promienia wodzącego opisuje; na 
mocy tego co poprzedza, mamy trzy równania 


zdy — ydz = cdt, 
(9) zdz — 202 = c'dt, 


ydz -- zdy = "dt, 
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w których e, c, c” wyrażają trzy stateczne dowolne, mające już 
wiadome znaczenie. Te równania są właśnie trzema całkami 


pierwszemi rozbieranego zagadnienia ruchu. 


Jeśli pomnożymy pierwsze równanie przez z, drugie przez y, 
trzecie przez x, i dodamy, będzie 


0 = ez + cly + с". 


То równanie dowodzi TWIERDZENIA : Krażna punktu materyal- 
nego M(x, у, z) poruszającego się pod działaniem siły środkowej jest 
krzywą płaską, której płasczyzna przechodzi przez punkt stały О 
kierunku tej siły. - 


Ten ważny wynik można było przewidzieć a priori. Jakoż, krążna 
punktu M jest koniecznie krzywą płaską, która leży na płasczyznie 
przechodzącej przez punkt О i przez kierunek prędkości począt- 
kowej ; bo niema przyczyny żeby którykolwiek z jej punktów znaj- 
dował się raczej z jednej strony tej płasczyzny niż z drugiej. 


Jeśli teraz nazwiemy dd, dx, dì” powierzchnie wycinków opi- 
sanych, w czasie dł, przez rzuty promienia wodzącego OM na 
trzech płasczyznach spółrzędnych zy, «z, yz, będziemy mieli, 
jako wiadomo, 


B= 5 cdt, dx ig vdt, dx = 5 еа; 
zkąd całkując otrzymujemy 
1 + 1 t СА 1 
(10) » == GA À 5 е1, " 5 Ha 


Niema potrzeby przydawać żadnej statecznej, bo z określenia 
3» X, д" znaczą powierzchnie opisane w czasie /, i muszą być zero 
gdy t=0. 


Ponieważ płasczyzna krążnej punktu pornszającego się pod działa- 
niem siły środkowej, może być wzięta za jedną z płasczyzn na których 
się rzutuje promień wodzący, wynika z tad OGÓLNE TWIERDZENIE. 
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Punkt materyalny pod dziataniem sity środkowej opisuje w przes- 
trzeni krzywe płaska, i jego promień wodzący kreśli na płasczyznie tej 
linii wycinki proporcyonalne do czasów. 


NAWZAJEM, jeśli punkt materyalny opisuje krzywę płaską, a pro- 
mień wodzący kreśli na jej płasczyznie wycinki proporcyonalne do 
czasów, siła poruszająca jest ciągle na płasczyznie tej linii i przechodzi 
przez spólny wierzchołek wycinków. 

Aby okazać wzajemnicę, weźmy płasczyznę opisanej krzywej za 
płasczyznę izy, i prostopadłę do niej, przechodzącą przez spólny 
wierzchołek О wycinków, za oś rzędnych OZ. Wiemy już że siła 
poruszająca jest ciągle na jednej płasczyznie z osią OZ; a widzimy 
та? 
de 
rusza się na płasczyznie æy na której z= 0; to pokazuje że siła 
poruszająca jest także na płasczyznie «cy. Więc ta siła musi prze- 
chodzić przez początek spółrzędnych 0, który jest spółnym wierz- 
chołkiem opisanych wycinków. 


teraz że jej składowa Z = = 0, ponieważ punkt M po- 


244. Zagadnienie ruchu punktu materyalnego pod działaniem 
siły środkowej uproszcza się ogólnie, gdy płasczyzna krążnej jest 
wzięta za płasczyznę «zy; bo wtedy są tylko dwie niewiadome 
сіу, a trzeba znaleźć cztery całki ruchu, to jest : dwie całki 
pierwsze i dwie całki drugie. Zasada powierzchni daje zaraz jedną 
całkę pierwszą. 


W tego rodzaju ruchu nietrudno, za pomocą spółrzędnych bie- 
gunowych, wyznaczyć prędkość i jej dwie składowe, jędną wedle 


promienia wodzącego a drugą w kierunku prostopadłej do tego 
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promienia. Jakoż, mamy najpierwej 


Poczem, jeśli nazwiemy ¿č kąt jaki czyni styczna MT, idąca 
w stronę ruchu, z kierunkiem OM promienia wodzącego, będzie 


rdo КӨРҮ; rdo 
зуб 5, dosi = т, wst = 7. 


atem, sk wa prędkości skierowana wedle promienia wodzą- 
Zatem, składow lko k ү dle pro i łzą 
cego OM, i składowa wedle prostopadłej MN do tego promienia 
idąca w stronę ruchu, wyrażaja się przez 


ds dr dr 


v dosz T = dt И 

ара ds 709 rd 
е. dł, 
О PRACY SIŁ. 


242. Gdy punkt materyalny M do którego jest przyłożona siła Р, 
przebiega nieskończenie małą przestrzeń ds w chwili dz, wielo- 
czyn 


Pds dos(P, ds) 


jest to co nazywają PRACĄ nieskończenie małą sity Р. Tak określona 
praca jest wieloczynem siły przez długość. Zależy ona, jako wi= 
dzimy, od wielkości siły P i od drogi ds którą punkt M przebiega 
pod jej działaniem przez chwilę dt; chociaż, być może, droga ds 
była przebieżona na mocy prędkości poprzednio nabytej, a nawet 
mimo działania siły P. Notacya (P, ds) wyraża kąt jaki tworzy 
kierunek działania przyłożonej siły P ze styczną do ktążnej punk- 
tu M idącą w stronę jego ruchu. Tym sposobem Р dos(P, ds) znaczy 
siłę slyczehną S, а zaś dsdos(P, ds) jest rzutem na kierunku siły Р 
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drogi ds którą jej punkt przyłożenia przebiega. Zatem, praca nie- 
skończenie maia siły P równa się wieloczynowi nieskończenie 
małej drogi ds przez rzut na jej kierunku siły P, co się wyraża 
przez wieloczyn Sds; albo jeszcze, nieskończenie mała praca siły Р 
równa się wieloczynowi tej siły przez rzut na jej kierunku drogi ds, 
co się wyraża przez wieloczyn Pdp. 


Praca siły jest dodatna albo odjemna, według jak rzut dp prze- 
bieżonej drogi ds pada na stronę działania siły P albo na stronę 
przeciwną, to jest według jak kąt (Р, ds) jest ostry albo rozwarty. 
Gdy ten kąt jest prosty praca siły Р jest zero. 


Wiedza pracy siły, przeważnie potrzebna w zastosowaniach Mecha- 
niki do machin, będzie nam zaraz użyteczna; i dlatego dajemy tu 
parę twierdzeń. 


243, TWIERDZENIE. Praca wynikowej R tlukolwiek st P działa- 
jących na punkt materyalny M jest równa summie prac tych sił. 


Jakoż, 
R dos(R, ds) = ХР dos(P, ds). 


Jeśli pomnożymy obie strony przez przemieszczenie ds punktu M, 
będzie 
Rds dos(R, ds) = xPds dos(P, ds). 


(o dowodzi wysłowionego twierdzenia. 


214. Gdy osie spółrzędnych są prostokątne, praca siły bierze 
kształt dogodniejszy w zastosowaniach. Jakoż nazywając X, Y, Z 
składowe siły P równoległe do tych osi, mamy, na mocy powyż- 
szego twierdzenia, 


Р dos(P, ds) = Xds dos(X,ds) -+ Yds(dosY, ds) -+ Ads dos(4, ds), 
albo 


Раз dos(P, ds) = Хит A- Ydy + Zdz; 
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więc 
Rds dos(R, ds) = (Хаг +- Ydy + Zdz), 


Ten ważny wynik można wprost otrzymać, dość tylko uważać że 


bór. РЕТ" ладен өй. je аи 
Pdsdos(P, ds) = рар Ttr ЕР 91 


Кай 


Pdsdos(P, ds) = Ха: + Ydy + Zdz. 


215. Całka J Pdsdos(P, ds), wzięta w granicach przyzwoitych, 


wyraża całą pracę siły Р w czasie £. W zastosowaniach znajduje 
się przybliżoną wartość tej całki metodą kwadratur, albo sposobem 
mechanicznym. Są dwa szczególne przypadki w których cała 
praca siły łatwo się otrzymuje. I tak: 


Jeśli siła stała Р, przyłożona do punktu materyalnego w ruchu, 
ma ciągle kierunek stycznej do jego krążnej, wtedy niekończenie 
mała praca tej siły na końcu chwili dź wyraża się przez Pds; zatem 
jej cała praca, przez czas t jakikolwiek, jest równa wieloczynowi 
Ps, siły P przez długość s łuku opisanego przez punkt ruchomy 
w tym samym czasie £, 


Jeśli siła stała P, przyłożona do punkturuchomego, działa ciągle 
w kierunku równoległym do pewnej prostej niezmiennej, wtedy 
praca tej siły przez chwilę dé ma za wartość wieloczyn Pdp; zatem 
jej cała praca, podczas gdy punkt ruchomy przebiega jakikolwiek 
łuk swojej krążnej, jest równa wieloczynowi siły Р przez rzut tego 
łuku na prostej niezmiennej. W tym przypadku, jako widzimy, 
cała praca siły Р zostaje tasama jakakolwiek punkt ruchomy prze- 
biega drogę, idąc z położenia wyznaczonego w przestrzeni do innego 
także wyznaczonego ; to jest, w tym razie praca siły nie zależy od 
kształtu opisanej krążnej. * 


246. PRACA SIŁY W RUCHU OBROTOWYM. Uważajmy punkt małe: 
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ryalny M który się obraca około osi stałej 07 pod działaniem siły Р 
mającej kierunek jakikolwiek w przestrzeni. 


Niech będzie MM’ łuk koła opisany przez punkt materyalny 
M(x, y, 2) w chwili dt, ММ rzut tego łuku na płasczyznie XOY 
prostopadłej do osi OZ; oznaczmy przez 0 kąt XON, przez r pro- 
mień ON. Będzie 

& =rdos 0, 
у == ғ wst0, 
6 "MN 


zkąd, różniczkując, wynika 


du = — r wstódo = — yd6, 
dy = 105040 = 200, 
) dzzzi0, 


Owoż, nazywając X, Y, Z składowe siły poruszającej P, równo- 
ległe do trzech osi prostokątnych, mamy wartość jej pracy 
w chwili dt, wyrażoną przez 


Xde -|- Ydy + Łdz = (Ya — Xy)d6. 


Więc, praca siły której punkt przyłożenia obraca się około ost stałej, 
Jest wieloczynem przemieszczenia kątowego d8 przez moment tej siły 
względem ost obrotu. - 

MECHANIKA. 23 


354 ROZDZIAŁ Ш. 


ZASADA SIŁ ŻYWYCH. 
247. Weźmy równanie 


m do 28 =Pdos (Р, ds), 
dt 


w którem S oznacza składowę styczenną siły P poruszającej punkt 
materyalny M massy m, (Р, ds) kąt kierunku MP siły z częścią 
MT stycznej idącej w stronę ruchu. Jeśli pomnożymy obie strony 
równania przez drogę ds którą punkt M przebiega w czasie dt, 
będzie 


(11) mvdv = Pdsdos(P, ds), 


albo 
1 1 2 э \ 
4.5 me = Pdsdos(P, ds), 


Więc, całkując w granicach s, i s odpowiedających dwom 
położeniom punktu maleryalnego na krążnej, i nazywając vo i о 
prędkości w tych położeniach, otrzymujemy formułę 


з We 4 
(12) z W —5т®* к=]. Pdsdos(P, dsy. 
Sa 


Wieloczyn mw’, massy punktu materyalnego przez kwadrat jego 
prędkości, nazywa się siłą żywą lego punktu (*). Wieloczyn 
Pdsdos(P, ds), jako wiemy, oznacza pracę siły P przez czas dt; 
5 

zatem całka „A Pds dos(P,ds) wyraża całą pracę tej siły, przez 
so 

czas £ w którym punkt ruchomy przechodzi z położenia s, do po- 


łożenia s. 


(*) Autorowie Mechaniki zastosowanej do Fiżyki, do śtiachin, nazywają nic 


A TAN А 5 
mv? ale z moż siła żywą, albo potęgą żywą, która jest miara pracy. 
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Równanie (12) jest ogólne, i stosuje się jeszcze gdy punkt mate- 
ryalny porusza się na danej powierzchni albo na linii beztarcia, albo 
gdy wiązadło zmusza go do opisywania tych figur. Albowiem, oddzia- 
ływanie powierzchni albo linii bez tarcia, albo tężność wiązadła, są 
siłami normalnemi do każdego przemieszczenia punktu materyalnego 
na oznaczonej powierzchni albolinii, i dlatego nie dają żadnej pracy ; 
zatem nie wpływają na wartość wieloczynu Раз dos(P, ds) który, 
w tym razie, wyraża jedyną pracę sił zewnętrznych wprost przyło- 
żonych do ruchomego punktu. Jeśli jest tarcie, trzeba je uważać jako 
siłę zewnętrzną, przyłożoną do punktu materyalnego w kierunku 
stycznej do krążnej i w stronę przeciwną ruchu. Na mocy tych 
określeń, równanie (12) tak się ogólnie wysłowia. : 


Połowa przyrostu siły żywej punktu materyalnego, przes czas jaki- 
kolwiek, jest równa pracy sił wprost przyłożonych, i wykonanej przez 
ten sam czas. 


Na tem zależy twierdzenie zasadnicze sit żywych w ruchu punktu 
matetyalnego, wolnego w przestrzeni, albo przymuszonego zosta- 
wać na danej powierzchni albo linii. 


248. Względnie do ruchu punktu matetyalnego pod działaniem 
siły P której składową styczennąa jest S, równania 


. 
t 
MV — MV = | Sdt, 
“0 
› `$ ч 
mov? — mv? == 2 J Sds 
50 


pierwsze wyrażające przyrost ilości ruchu, drugie przyrost sił żywych, 
są zarówno użyteczne. Oba mogą służyć do wyznaczenia ustawy 
wedle której zmienia się prędkość punktu na krążnej. W pierwszen* 
jest do całkowania nieskończenie mały popęd siły, który się składa 
z wielkości tej siły 1% czasu dt jej działania; w drugiem nieskoń- 
czenie mała praca siły, złożona ż wielkości tej siły i z przemieszcze- 
nia ds punktu jej przyłożenia. Wziąć jedno równanie raczej niż 
drugie jest rzeczą wiekszej albo mniejszej łatwości wykonania ra- 
chunku możebnej całki. W zastosowaniu Mechaniki do machin, 
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drugie równanie ma ważność daleko większą niż pierwsze ; co po- 
chodzi ztąd że w machinach praca gra przeważną rolę, jako później 
zobaczymy. 


219. Biorąc osie spółrzędnych prostokątne mamy, w kształcie 
prostym, równanie sit żywych 


(13) d. 5 m? = Xdr + Ydy + Zdz. 


Ztąd wywodzimy 


m — 5 mu = J (Xd 4- Үау + Zdz). 


Jeśli druga strona, która jest funkcyą czasu dobrze określoną, nie 
może się całkować przed rozwiązaniem zagadnienia, równanie jest 
prawie bez użytku; bo nie służy do wyznaczenia ruchu; chociaż 
całka, wyrażająca pracę siły P, wyrachowana przez kwadratury 
albo sposobami mechanicznemi, może dać prędkość v dostatecznie 
przybliżoną w praktyce. 

Równanie sił żywych otrzymuje się łatwo z równań różniczko- 
wych punktu materyalnego. Jakoż, gdy ten punkt jest wolny 
w przestrzeni, równania różniczkowe jego ruchu są : 


m IE = X, 

„Фу ы 

m = X, 
«25 > 

M 75 = 


pomnóżmy te równania odpowiednio przez dz, dy, dz, i dodajmy, 
będzie | 


(а а dy zi Fdz Ta — Ха». -Ь Үйу- Zds. 
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Owoż, w założeniu osi spółrzędnych prostokątnych, nazywając v 
prędkość punktu ruchomego, mamy 


ткай, różniczkując, wynika 


BEAR 7 7 
Sia 2 d е а 7 

Więc 
d. 5 mw? = Хаж -+ Ydy + Zdz. 


Gdy punkt materyalny musi poruszać się na danej powierzchni 
albo na linii, bez tarcia, równania różniczkowe jego ruchu są 


ал 


m 16 = X + NdosA, 
dy р 

т JR = Y + Ndosp, 
dz 


m ge = 2 t Ndosy. 


Pomnóżmy te równania odpowiednio przez dz, dy, dz, i do- 
dajmy, będzie 


d Н m? = Xdr + Ydy + 74 + N (dx dosA+- dy dosp + dz доз). 
Ale 
da dosa -+ dy dosp -+ dz йоз» = 0; 
bo kierunek oddziaływania N powierzchni, linii, albo wiązadła, 


określony przez kąty A, p, v», jest normalny do stycznej w każdym 
punkcie opisanej krażnej. Więc powyższe równanie przywodzi się 
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o poprzedzającego 
d, у met = Xde + Ydy + 74, 


które jest ogólnem równaniem sił żywych punktu materyalnego, 
wolnego w przestrzeni albo przynaszonego. 


250. Są przypadki w których summa Хаг Ydy- Zdz jest 
różniczką dokładną pewnej funkcyi trzech spółrzędnych 2, у, z 
punktu ruchomego, uważanych jako zmienne niezależne ; to jest, 
innemi słowy, zdarza się że istnieje funkcya sił U= f(x, у, 2) 
ktora daje 


= Ya. дй 
aT 


i temsamem 


Ztąd się otrzymuje równanie zwane całką sił żywych 


О ИКАТ 2 i : 
(14) z 0 — „тю? = | (23 у, 2) — f (£o Yo; 50). 


vo znaczy prędkość punktu materyalnego w położeniu (£o, уу, Zo). 


Kiedy to równanie, dające całkę pierwszą ruchu, ma miejsce, 
mówi się że całka sił żywych istnieje; wtedy przyrost siły żywej, 
gdy punkt materyalny przechodzi z jednego położenia (£o, уу, ду) do 
drugiego (x, y, 2), nie zależy bynajmniej od kształtu krążnej mię- 
dzy temi położeniami, ani od czasu jej przebieżenia, ale tylko od 
wartości jakie bierze funkcya sił f(x,y,z) w dwóch położeniach 
skrajnych. 


Niech będzie teraz 


(15) fa, у, 2) = С, 
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oznaczając przez С statecznę dowolną która może brać wszystkie 
wartości możebne. Dla każdej wartości którą dajemy statecznej С, 
równanie (15) przedstawia powierzchnię; pojmujemy więc łatwo 
że przez każdy punkt krążnej punktu materyalnego przechodzi 
jedna z tych powierzchni, i tylko jedna. Równanie sił żywych poka- 
zuje że, gdy punkt materyalny przebywa kilka razy jedną taką 
powierzchnię, za każdym razem posiada tę samą prędkość, w ja- 
kiemkolwiek miejscu ją przenika; ponieważ dla wszystkich punk- 
tów tej powierzchni funkcya sił f (2, y, 2) ma tę samą wartość. 


Owoż, różniczkując równanie (15), znajdujemy 


df df df 
de dz A y > dz dz Ta 
RA L+ Raczy E, ds). 


Ta równość dowodzi że siła 4 jest prostopadła do wszelkiej 
stycznej w punkcie М(2, y, 2) do powierzchni danej przez 
Г, у, z == б; więc jest normalną do tej powierzchni, i temsa- 
mem normalną do wszystkich powierzchni które się otrzymuje 
zmieniając ciągle statecznę С. Ztąd wynika że powierzchnia przed- 
stawiona przez równanie (15), której rownanie różniczkowe jest 


Хах -+ Ydy + Zdz = 0, 


wyznacza przez swoje normalne w każdym punkcie kierunek siły * 
poruszjącej; a więc gra względem uważanej siły taką samą rolę jak 
powierzchnia wody stojącej względem ciężkości, Z przyczyny tak 
cechującej własności, tę powierzchnię nazwano powierzchnia po- 
оти. 


Gdyby punkt materyalny był przymuszony nie opuszczać po- 
wierzchni poziomu odpowiedającej jego sile poruszającej, ten punkt 
zostawałby w równowadze, albo poruszałby się jedynie na mocy 
prędkości nabytej, Co się właśnie zdarza gdy punkt ciężki jest poło- 
żony na płasczyznie poziomej. Siłą poruszającą jest ciężkość, pro- 
stopadła do tej płasczyzny i przez nią zniszczona ; więc punkt ciężki 
zostaje w spoczynku jeśli nie odebrał prędkości początkowej. 


Uważajmy teraz dwie powierzchnie poziomu) nieskończenie 
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sąsiędnie AB, A'B', odpowiedające dwom wartościom po sobie 
дасут, A i A + a, które dano statecznej С, i niech będzie 


MN = najkrótsza odległość tych powierzchni. Jakakolwiek drogą 
punkt materyalny, pod działaniem siły P, przechodzi z punktu M 
powierzchni AB do punktu N powierzchni AB, przyrost jego 
siły żywej, niezależny od krążnej ani od czasu jej przebieżenia, wy- 
raża się zawsze przez j 


UA F a) — 2А = 9. 


Owoż, jeśli punkt materyalny przechodzi, z powierzchni AB do 
sasiędniej A'B', najkrótszą droga MN, praca siły P, normalnej 
w punkcie M do powierzchni AB; jest równa wieloczynowi P:; 
ta zaś praca ma za miarę pół przyrostu siły żywej; więc 


| Р: = а albo р“. 
г 


То równanie dowodzi że powierzchnie poziomu nie przecinają 
się; bo, gdyby było є = 0, trzebaby P=; со niemożebne. 


251. Jeśli całka sił żywych stosuje się do pewnego ruchu, to się 
jeszcze będzie stosowała gdy ten ruch zostanie zmodyfikowany tak, 
żeby punkt materyalny, pod działaniem tych samych sił, był przy- 
muszony zostawać na danej powierzchni albo linii. W istocie wpro- 
wadzi się, przez tę modyfikacyę ruchu, nową siłę, to jest oddzia- 
ływanie powierzchni albo linii; ale ta siła, jako normalna do 
powierzchni albo do linii, nie daje żadnej pracy i temsamem nie 
wpływa na różniczkę Хаж -- Үау -+ Zdz. I tak, na przykład, gdy 
punkt ciężki jest zmuszony poruszać się na danej powierzchni, 
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całka sił żywych zostaje niezmienna jakąkolwiek ten punkt opisuje 
krążnę. 

252. Nie trudno okazać że, gdy punkt materyalny doznaje tarcia, 
albo się porusza w środku opornym (w powietrzu), summa 
Xda + Ydy -+ Zdz nie jest różniczką dokładną samych spółrzęd- 
nych z,y, 5 


Jakoż, 10 tarcie jest proporcyonalne do parcia N punktu ma- 
teryalnego na krążnę którą on jest zmuszony przebiegać, i wyraża 
się przez fN, nazywając f spółczynnik liczebny; a ponieważ tarcie 
jest siłą która działa wedle stycznej do krążnej i w stronę 
przeciwną ruchu, jego składowe są 


da d z. 


a QZ 
AE, INŻ, —уң = 


Zatem część pochodząca z tarcia, która wchodzi do 


хах + Ydy + Zdz, 


wyraża się przez 


— (ж dx -+ z dy + T T da) = — fNds. 

Owoż, parcie N nie jest naprzód wiadome, i nie zależy jedynie 
od długości przebieżonego łuku krążnej ; więc — /Nds, a temsa- 
mem Хах -+ Ydy -- Zdz nie może być, w tym przypadku, różniczką 
dokładną funkcyi spółrzędnych =, у, z; i całka sił żywych nie 
istnieje. i 


2° Opór płynu w którym się punkt materyalny porusza jest 
pewną funkcyą /(v) prędkości, i działa wedle stycznej do krążnej 
w stronę przeciwną ruchu. Zatem część pochodząca z tego oporu, 
która wchodzi do Хаг - Ydy 4 Zdz, wyraża się, podobnie jako 
wyżej, przez 


— f(v)ds 


Ale prędkość v i temsamem f(v) zależy od dz, dy, dz; więc 
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— [(0)05 i następnie Хах + Ydy + Zdz nie może być różniczką 
dokładną funkcyi spółrzędnych, c, у, z 


253. Wskażemy teraz dwa najważniejsze przypadki w których 
całka sił żywych istnieje, czyli w których summa Xdr--Ydy--Zdz 
jest różniczką dokładną pewnej funkcyi spółrzędnych «x, у, z punktu 
ruchomego M. 

1° Gdy punkt materyalny M jest pod działaniem samych tylko 
sił skierowanych ku środkom stałym, i których natężenia są funk- 
cyami jego odległości od tych środków, wtedy całka sił żywych 
zawsze istnieje. Jakoż, niech będzie К(а, b, е) jeden ze środków 


działających, М2, y, z) punkt materyalny który opisuje krążnę 
AB, KM =r i f(r) natężenie siły poruszającej która wypływa ze 
środka K. Jeśli przypuścimy tę siłę przyciągającą, jej praca wyrazi 
się przez 


Г (r)ds dos(MK, ds) = — f (r)dr 
A jeśli przeciwnie owa siła jest odpychająca, jej praca będzie 
f(m)ds dos(KM, ds) = f(r)dr. 
Zresztą trójkąt nieskończenie mały MWN daje 
ММ' dos NMM = MN albo ds dos(ds, MK) = dr. 


Oba wyrażenia pracy nieskończenie małej są różniczkami dokład- 
nemi; więc całka sił żywych istnieje, i mamy 


5 т? — 5 тш = =p fr rydr = 9(r) + statecz. 
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Równanie różniczkowe powierzchni poziomu jest 
f(r)dr = 0, zkąd 0 


Więc powierzchnię poziomu są, w tym przypadku, sferami któ- 
rych środkiem jest punkt stały K 


Uważajmy teraz punkt materyalny pod działaniem wielu sił, skie- 
rowanych w każdej chwili odpowiednio ku środkom stałym 
K, Ki, Ką,..., i nazwijmy f(r), 70%), (гъ)... natężenia tych sił; 
będzie 


a 
SIĘ 


m? = = f (rdr = fi(ri)dri = fa(ra)drą = o. = If (rdr. 


Każda różniczka, znajdująca się w drugiej stronie, powinna być 
wzięta ze znakiem — albo ze znakiem -- , według jak siła która 
wchodzi do jej wyrażenia jest przyciągająca albo odpychająca. Każdy 
wyraz jest oczywiście różniczką dokładną; więc całka sił żywych 


istnieje, i będzie 
2 — ИТ, se > | f(r)d: 


2° Całka sił żywych istnieje jeszcze, gdy siła P poruszająca punkt 
materyalny jest stała z wielkości i kierunku. Jeśli weźmiemy osie 
spółrzędne tak żeby oś OZ była równoległa do kierunku siły P 

w stronę jej działania, będzie Х = 0, Y=0, i Z=P; wtedy 
Хаг + Ydy + Zdz przywodzi się do Pdz i daje równanie róż: 
niczkowe powierzchni poziomu 


Pdz = 0, zkąd 


а 
l 
[ep] 


Te powierzchnie będą więc równoległe między sobą, i prosta- 
padłe do kierunku siły P. 


Zastosowanie tego przypadku znajdujemy w ruchu ciała będą- 
cego pod działaniem samej siły ciężkości ; przypuszczając że ten ruch 
odbywa się w niewielkiej przestrzeni, aby można uważać ciężkość 
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Jako siłę mającą wszędzie to samo natężenie i ten sam еннай 
W tem założeniu, 


Zatem całka sił żywych wyraża się przez 


1 В 
т? — 5 mv = mg(z — zo) 


rol = 


albo 


v? — v? = 20(а — z) = Żyh; 


nazywając A wysokość spadku; л wyraża różnicę poziomów dwóch 
punktów (£o, Yo 50) 1 (£, у, 2). 


Powierzchnie poziomu są tu płasczyznami poziomemi. Gdy punki 
ciężki przechodzi od jednej z tych płasczyzn do drugiej, jakąkolwiek 
idzie drogą i w jakimkolwiek czasie ја przebywa, kwadrat prędkości 
zmienia się tylko z odległością h tych płasczyzn. 


Jeśli оо = 0, wtedy 
Оа 20, 
Ten ważny wynik dowodzi że, jakąkolwiek linię punkt ciężki 


przebiega, ruchem wolnym albo utrudzanym, jego prędkość na- 
byta jest taka sama jak gdyby spadał pionowo z wysokości h. 


Zastosujmy teraz wyłożone teorye do przykładów, które dadzą 
poznać ich ważność i wyjaśnia mogące zostawać trudności. 


251. TWIERDZENIE. Jeśli punkt materyalny opisuje pewną krążnę 


pod działaniem każdego z kilku układów sił, to pod działaniem wszyst- 
kich razem układów opisze jeszcze tę samą krążnę. 


Niech będą układy sił „н i dośrodkowych S, = ж, 
Мз а 
І JRR 5› zn 1 реч „a „ еіс. pod których 
p dt o 


działaniem, każdego osobno, punkt materyalny m opisuje krąż- 
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һе AB. Oczywiście ten punkt, poddany siłom Sy, Sz, Sgp... 
DY, Dz, D;..... opisze tę samą krążnę, jeśli do niego przyłożymy 
siłę N która przedstawia oddziaływanie tej linii, albo raczej tężność 
wiązadła. Więc, nazywając v prędkość ruchu, S i D składowe 
siły poruszającej, i uważając że siła N jako normalna nie daje skła- 
dowej styczennej, będzie 


mv? = Sds = ($, + 8» +5 Hds =d.3 mp; Huot.) 


Ztąd, całkując, otrzymujemy 
тї = ті? 4 v? + 037 F ...), 
jakakolwiek jest siła N. 


Owoż, na mocy tego równania, siła dośrodkowa D wyraża się 
przez 


2 
mu AE ją? тоз? moz” 
р 


Więc siła N jest zero. To dowodzi że punkt materyalny, poddany 
działaniu wszystkich układów sił razem, opisuje tę samą krążnę 
co pod działaniem każdego z nich osobno. 


RUCH PUNKTU CIĘŻKIEGO NA DANEJ LINII. 


255. Uważajmy punkt ciężki poruszający się na krzywej АНМ№В 
jakiejkolwiek, bez tarcia. 


Jeśli weźmiemy skrajność niższą A tej linii za początek spół- 
rzędnych, osie AX, AY poziome i oś AZ pionową w stronę 
ciężkości, równanie sił żywych będzie 


d % т? == mgdz ; 


złąd, całkując, otrzymujemy równanie 


v? = 02 + 29(5 — 20) 
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w którem z, znaczy rzędnę punktu wyjścia, vo prędkość w tym 
punkcie. 


Przypuśćmy najpierwej że punkt ciężki wychodzi z położenia 
początkowego С bez żadnej prędkości. W tym przypadku punkt 
ciężki bedzie się spuszczał po krzywej CH, biorąc prędkości coraz 
większe; i jego prędkość w położeniu M wyznaczy się przez 
formułę 


v= ү27( — %) =vV2gh; 


która pokazuje że prędkość punktu ciężkiego rośnie w miarę jak on 
schodzi aż do położenia najniższego H. Z tego położenia punkt 
ciężki postępuje dalej na mocy prędkości nabytej, i wznosi się 
wzdłuż łuku HN; a jeśli poziom najwyższego położenia №, w cze- 
ści linii na której ruch ma miejsce, jest niższy od poziomu punktu 
wyjścia С, punkt ciężki dosięga położenia № z pewną prędkością 
i przebywa je, potem schodzi po łuku NK z prędkością rosnącą, 
i następnie wznosi się po łuku KC'; аў nakoniec zatrzymuje się Па 
chwilę w punkcie С^ który leży na jednej płasczyżnie poziomej 
# punktem wyjścia С. Ale żaraz, z рілуслупу nieustannego działania 
ciężkości, punkt ciężki zwraca się, i przebiega tę samą krzywę 
w stronę przeciwną, biorąc w każdym jej punkcie zupełnie taką 
samą prędkość јака miał w pierwszym razie. Nareszcie powraca do 
punktu wyjścia С, z którego na nowo ten sam ruch rozpoczyna. 
I tak dalej nieskończenie. 


256. Czas w którym punkt ciężki przebiega łuk СМ danej krzy- 
wej, idac na dół albo do góry, jest ten sam. Jakoż, w pierwszym 


9 
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przypadku, gdy punkt ruchomy schodzi po łuku CM, trzeba wziąć 


d FRET) 


dt 


dając pierwiastnikowi znak --; bo łuk s rośnie z czasem /, co 


wymaga ARA Zatem 


U ds 
p i JJ + 29(2 — zo) ' 


uważając = jako funkcyę łuku s wyznaczoną przez równanie 
krzywej. 

W drugim przypadku, gdy punkt ciężki wznosi się po łuku MC, 
trzeba wziąć 


ds туна 
T= VF UE) 


dając pierwiastnikowi znak —; bo łuk s maleje gdy czas £ rośnie, 


co wymaga 05 0. Zatem 


=] к (z — z) 


albo, co to samo, zmieniając zarazem porządek granic całkowania 
i znak różniczki, 
5 ds 
(2) t= ст===————— ‹ 
sV 27 — 2 

Te dwa wyniki (1) i (2) dowodzą założonego twierdzenia, i poka- 
zują że ruchy punktu ciężkiego tam i nazad, czyli oscyllacye, są 
równoczesne, odbywające się w czasach równych. 

257. Zobaczmy teraz jaki jest ruch punktu ciężkiego na danej 


krzywej, gdy jego prędkość początkowa о, nie jest zero. Trzeba 
rozróżnić trzy przypadki 
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ТЕ 2 

1° Jeśli w%< V2gzo; wtedy, biorąc rzędnę równą д0 — yy 

wyznaczymy między A iQ punkt D, z którego punkt ciężki wy- 

chodzący bez prędkości początkowej, będzie miał ruch jaki posiada 

gdy wychodzi z punktu © z prędkością początkową vo. Więc ten 
ruch jest oscyllacyjny, tam i nazad, na łuku DND. 


9° Jeśli vy =V2gzy; widzimy łatwo że punkt ciężki, wycho- 
dzący z punktu A bez prędkości początkowej, ma taki sam ruch 
jaki posiada wychodząc z punktu С z prędkością о. Więc ten 
ruch jest оѕсуПасујпу na łuku ANA. 


3° Nakoniec, jeśli vo > ү272› punkt ciężki ma taki sam ruch jak 
gdyby wychodził z punktu A z prędkością początkową Vv — 2920. 
Więc, przeszedłszy А’, albo dosięga tylko skrajności В i zawraca 
do A, biorące w każdym punkcie powrotu takie same prędkości 
jakie miał idąc do B; albo przechodzi skrajność B i nie wraca 
do A, jeśli dana krzywa nie rozciąga się poza punkt B. 


258. Jest godny uwagi przypadek osobliwy, gdy punkt ciężki 
wychodzi bez prędkości początkowej z punktu E, leżącego na jed- 
nej płasczyznie poziomej z punktem N w którym styczna jest po- 
zioma; albowiem wtedy, jeśli w punkcie N. promień krzywizny 
jest różny od zera, punkt ciężki nie dosięga nigdy do punktu N. 
Jakoż, w tem założeniu, można zawsze wziąć łuk LN dość mały 
żebyod L do № promień krzywizny ę nie był zero. Nazwijmy a 
najmniejszą wartość tego promienia; i, uważając punkt N za po- 
czątek spółrzędnych, oznaczmy przez z, rzędnę punktu L, przez s 
długość łuku NL; będziemy mieli 


ds __ 
WT — Wag: 


Каа 


Na Г ds z 
ү? Vagz 


0 
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PE | 
Owoż ds 7 ч Е 
» Рус == йоз»; wzdłuż łuku LN jest p> a i ову <1; 


więc 


Ф 1 
а? ^а 


Całkując tę nierówność, i uważając że w punkcie N jest z= 0 
dz 


i % = 0, otrzymujemy 


ztąd wynika 
ds 92 
АЕ 
Podstawiając tę wartość, będzie 


; AISE 1 a 4 
> = Ę — г is а log *!: 
>5 ANG albo е a 


więc ostatecznie 


259. Znajduje się parcie jakie punkt ciężki wywiera na krzywę AB 
w położeniu jakiemkolwiek M, składając jego siłę odśrodkową 
w tem położeniu ze składową normalną ciężaru mg. W każdym 
punkcie krzywej, danej przez jej równania, wiadoma jest składowa 
normalna ciężaru mg punktu ruchomego i jego prędkość, a tem- 
samem siła odśrodkowa; można więc wyznaczyć parcie jakie ta 
krzywa wytrzymuje. 

W szczególnym przypadku, gdy krzywa AB jest cafa na płas- 
czyznie pionowej, te dwie składowe mają ten sam kierunek, i parcie 


MECHANIKA. 24 
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równa się ich summie albo różnicy, według położenia, Jeśli na- 
zwiemy B kąt jaki styczną do krzywej w punkcie M czyni z pio- 
nową w stronę ciężkości, i р promień krzywizny, parcie w tym 
punkcie wyrazi się przez | 


mg wst + тч, albo mg wstB + 
о 


То pokazuje że parcie, które punkt ciężki wywiera na krzywę 
w punktach najniższych Н, К (nieosobliwych), jest równe summie 
jogo ciężaru i siły odśrodkowej, mg -+ 2100) a zaś w punk- 
cie N mającym wysokość maximum, to GE równa się różnicy 
mg — mgt, jeśli więc h = z punkt ciężki nie wywiera żad- 
nego parcia na krzywę w punkcie N. , 


260. Żeby otrzymać równania ruchu punktu ciężkiego па danej 
krzywej, dość jest wyrazić ds w funkcyi rzędnej z, biorąc formułę 


dag дтн V “ауа: 
Vue F 2ye — м) 


w której pochodne cząstkowe Е. a 


wyznaczają się w funkey 


z za pomocą równań tej krzywej. 

Jeśli można wykonać całkowanie, i potem wyciągnąć wartość 
dla z w funkcyi czasu £, równania krzywej dadzą ж i у w funk- 
cyl z, i temsamem w funkcyi czasu £; zagadnienie będzie więc 
zupełnie rozwiązane. 

Gdyby дапа krzywą było koło pionowe promienia a które, od- 
niesione do punktu najniższego, ma za równania 


y =0 a-pa — да2 =0, 
olrzymanoby całkę elliptyczna 


5 adz 


20 Vz(2a = z) (00° -- 292, — 292) 


PSIE 
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Całkowanie jest możebne w kształcie skończonym, jeśli między 
trzema pierwiastkami wielomianu pod pierwiastnikiem dwa są ró- 
wne, Со się właśnie zdarza gdy v = 20(20 — zo), to jest, gdy 
punkt ciężki zaczyna ruch z prędkością którejby nabył spadając 
z punktu najwyższego na kole pionowem, albo co to samo, gdy wy- 
chodzi z tego punktu najwyższego bez prędkości początkowej. 
Gdyby punkt ciężki, po obiegu koła, mógł powrócić do punktu naj- 
wyższego z którego wyszedł bez żadnej prędkości, miałby w nim 
prędkość zero i zostałby w spoczynku; ale zaraz zobaczymy że to 
położenie jest granicą do której punkt ciężki dąży nieskończenie 
і nigdy jej nie dosięga. Jakoż, podstawmy założoną wartość dla vy? 
w ostatnie równanie, będzie 


а= 


E i (2a ү. 


Widzimy łatwo że 


żę, 2d.YVz 
(2а ayz (Wła + Va) (уа — 


ШЕ ДҮ; Жак Из 
V2a RE pm 


więc 
Or ae a Е! d. _d.ys снегу 
g \V2a yz my үа — үг 


Ztąd całkując, dla ruchu zestępującego, w którym Ал 20, 


wywodzimy równanie 


TA Na 4+ уз 
t = — – - log ai G; 
2 U PiE Се 


wyznacza się, przez warunek żeby było zarazem 


ч 


Słateczna б 
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tz)" rz"; "zatem 


рна а log V22 У _ log. VR + ух pi VEE), 
V2a — yz За — Vz 


Gdy punkt ciężki dochodzi do punktu najniższego, wtedy z =0i 


арч log. а а. 


үа — үз 


Począwszy od tej chwili A >0, trzeba więc w ruchu wzno- 


szącym się wziąć znak |; co M 


тее) 


ү Эа 


W tym ruchu w miarę jak ź rośnie, z rośnie także dążąc do 2a; 
a jeśli s =2a wtedy / =. Więc punkt ciężki nie dosięga 
nigdy do punktu najwyższego na kole, ale się do niego zbliża nieo- 
graniczenie. Wynik zgodny z tym któregośmy wyżej (258) ogólnie 
dowiedli. 


261. Uwaga. Jeśli ze wszystkich punktów danej krzywej spuści- 
my prostopadłe na płasczyznę poziomą jakakolwiek, utworzymy 
walec pionowy ; a jeśli potem rozwiniemy ten walec na płasczyznie 
pionowej, dana krzywa skośna rozwinie się na niej i przekształci 
na krzywę płaską. Tym sposobem wszystkie związki między si z 

istniejące na krzywej skośnej, zachowają się na jej przekształconej, 

Owoż, na tych dwóch krzywych ruch punktu ciężkiego jest wy- 
znaczony przez równanie 


ds 


k tve ЧА 


więc ten ruch jest jednakowy na obydwóch liniach. 
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262. ZAGADNIENIE 1. Bila massy m toczy sie po wypuktości 

linii krzywej pionowej, bez tarcia ; przypuszczając że zaczęła ruch bez 
prędkości początkowej, w którym punkcie opuści tę krzywę ? 


Bila opuści krzywę w punkcie w którym parcie będzie zero; a 
wiemy że parcie jest wynikową składowej normalnej ciężaru bili 
i siły odśrodkowej. Owoż, jeśli weźmiemy oś rzędnych skierowaną 
w stronę przeciwną ciężkości, i nazwiemy y, rzędnę punktu wyjścia, 
6 kąt jaki styczna czyni z pionową w stronę ciężkości, punkt krzy- 
wej w którym parcie będzie zero wyznaczy się przez równanie 


2mg(y — у) sz 


mg wstg — 
p 


albo p = — 2(00— 5) =0. 


W zastosowaniu do koła, do stożkowej jakiejkolwiek, do cykloidy, 
jeśli nazwiemy у, rzędnę punktu w którym bila opuszcza krzywę, 
będzie : 


w kole 


4 ә 
а + y? = Re, wtp = 4, p=R, więc 4 =. 


w slożkowych 
y=2pa--qa>, U--qy"+-Bp?y-|-2pZyc==0; 


w cykloidzie 
raj Wn =. = ӨК. —- У9 
эр = T 1, N normalna, wst =q>P =2N; de TEZY. 


263. ZAGADNIENIE П. Punkt ciężki porusza się po cyklotdzie 
przewróconej ; w którym punkcie tej krzywej trzeba go opuścić, żeby 
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stosunek parcia do sity odśrodkowej był stały, i jaki jest ten stosunek ? 


W punkcie M cykloidy, promień krzywizny jest 2MN, a skła- 


dowa ciężaru mg w kierunku NM normalnej równa się mg. can 


:] 


więc parcie wyraża się przez 


my? 


mg. N + MN ` 


Ztąd, nazywając k stosunek parcia do siły odśrodkowej, otrzy- 
mujemy równanie 


„з= Йер 


z którego wynika 


„a — 29(20— у). 


Е — 1 
Owoż, wedle zagadnienia, bila zaczyna ruch bez prędkości po- 


czątkowej ; więc w punkcie wyjścia musi być 


D 


Кай 
у=, 


Со dowodzi że bila powinna wychodzić z punktu A. 
W każdym innym punkcie prędkość jest należna wysokości 
spadku 2а — у, i ma wartość v* = 2g(f2a—y); więc k=2. 
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TEORYA WAHADEŁ, 


WAHADŁO POJEDYNCZE W PRÓŻNI, 


264. WAHADŁO KOŁOWE. Nazywa się wahadłem wszelkie ciało 
mogące się kołysać około osi poziomej.Aby można było porównywać 
trwanie ruchu zam č nazad różnych wahadeł, wyobrażono wahadło 
idealne, które nazwano wahadłem pojedynczem. Jest to punkt ma- 
teryalny ciężki M, zawieszony na jednej skrajności nici OM, (albo 


pręcika) nie mającej massy i nierozciągalnej, której druga skraj- 
ność O jest utkwiona. W stanie spoczynku wahadło jest pionowe ; 
w tem położeniu ciężar ciała jest zniszczony przez opór nici. Jeśli 
oddalimy ciało M od tego położenia równowagi, dając nici kieru- 
nek pochyły OM tak, żeby ta nić była całkiem wytężona i czyniła 
z pionową kąt ostry, i jeśli potem zostawimy ciało M działaniu cięż- 
kości nie dając mu żadnej prędkości początkowej, wahadło będzie 
się ciągle poruszało, opisując płasezyznę pionową poprowadzoną 
przez położenie początkowe, i oddalając się równo od tego położenia 
w jedną i w drugą stronę ; a wiemy juź że te wahania są równo- 
czesne (256). Nadto, ponieważ odległość ОМ zostaje ta sama, 
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punkt M opisuje łuk koła mający punkt О za środek. Można 
więc uważać punkt materyalny M jakoby zmuszony poruszać się 
na danym okręgu koła, na który nie wywiera parcia, ale tylko na 
nić która go utrzymuje na tym okręgu. Parcie punktu materyalne - 
go M па nić stanowi jej tężność. 


Weźmy punkt zawieszenia О za początek spółrzędnych, i pio- 
nowę OB w stronę ciężkości za oś rzędnych z. Przypuszczając że 
ruch wahadła odbywa się w próżni pod działaniem samej jednej 
siły ciężkości, mamy zaraz całkę sił żywych 


v? = vy + 20(5 — 29), 


Кай 


ds 


TE + yo + 20(2 — 20); 


biorąc znak -- albo —, według jak łuk s rośnie albo maleje gdy 
się czas £ powiększa. 


W założeniu że wahadło porusza się, zaczynając od położenia OA 
i idąc w stronę АВА”, niech będzie kąt МОВ = 0, kąt począt- 
Кому АОВ = о, łuk AM =s, i promień ОМ = а; co daje 


s == а(а — 6), ds = — ad8; 
z = a 1089, 20 = a dosa. 
Mamy więc 
Sy = — Va F gados оза); 
zkąd 
(1) діжа szo jażo 4488 


Vvo + 2ga(dos6 — dos о) | 


Ta różniczka, któraśmy już widzieli w numerze 259 pod innym 
kształtem, nie może się ogólnie całkować bez użycia funkcyj ellip- 
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tycznych; wyjąwszy przypadek szczególny wktórym v,%=2ga(1-|-dosa). 

Со się właśnie zdarza gdy punkt M stanowiący wahadło wychodzi, 

bez prędkości początkowej, z położenia E najwyższego na kole. 

Albowiem wtedy prędkość tego punktu w położeniu A, należna 

wysokości DE, ma wartość Y29DE; więc jego prędkość począt- 

kowa %, z którą wychodzi.z położenia A, wyraża się przez 
= 29(KO + OD) = 2ga(1 -+ dosa). 


Uważajmy najpierwej ten szczególny przypadek ruchu wahadła 
kołowego. Podstawiając wartość v, mamy 


dl m y a3 
y2ga(1 + dos8) ~ g Ө 


Dla ułatwienia całkowania, zmieńmy dos na wst (к — AE 


będzie 


albo, dzieląc oba wyrazy ostatniego ułamka przez dos(7— 9), 


d. Ыт – 1) 
de VE лиа 2н 
9 


RZ 


Ztąd, całkując w granicach « i 0, otrzymujemy 


1 


s 
= 
| 
ре? 
Еа: 
© 
N 
“< 
ар 
= 
| 
zD 
Nasz 
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Ta formuła daje czas w którym punkt materyalny M wahadła 
przebiega łuk AM koła, gdy wychodzi z punktu A z prędkością 
którejby nabył spadając pionowo z punktu najwyższego E na tem 
kole. 

Aby mieć czas w którym wahadło opisuje kąt АОВ, trzeba uczy- 
nić 0 = 0; со daje 


u т РА 


Po przebieżeniu łuku AB, punkt materyalny M wznosi się па 
łuku ВА'Е i zbliża do punktu najwyższego Е z którego wyszedł 
bez prędkości początkowej. W jakim czasie do niego dojdzie ? 
znajdziemy odpowiedź podstawiając w formule (2) 0 = — r + e, 
i potem czyniąc e= 0. Mamy najpierwej 


NZ) 
ści (а Ą 


To wyrażenie pokazuje że, im mniej s różni się od zera tem więcej 
czas £ rośnie i może przejść wszelką wielkość naznaczoną; więc 
gdy с = 0 wtedy ź=oo. Wynik już wiadomy. 


265. Szukajmy teraz ustawy ruchu wahadła gdy ono wychodzi 
z położenia jakiegokolwiek bez prędkości początkowej, i wykonywa 
oscyllacye bardzo małe. Czyniąc оо = 0 w formule (4), będziemy 


mieli 
|; а do 
dt p a PCE OE 0 
9 ү2 050 — 2 dosa 


Rozwińmy dos9 i dos« na szeregi. Ponieważ przypuszczamy 
a i Ө bardzo małe, możemy poprzestać na potęgach drugich tych 
łuków, zaniedbując potęgi czwarte i wyższe : co daje 
0? о? 


doso = 1-2, dosa == 1 — $5 
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Каа 


2 dos6 — 2dosa = о? — 0°, 


к= ү ie ы М 
Оен т. 


Więc całkując otrzymujemy 


(3) ala: łakdos 2. 
g ГА 


Nie przydajemy statecznej dowolnej, bo powinno być zarazem 
= 1200, „biorac .„łukdosd к= у, 


i następnie 


Z powyższej formuły wywodzimy 


TREE 
A. 


0 jest katem opisanym przez wahadło w czasie /. 


Jeśli nazwiemy T trwanie jednej oscyllacyi (od położenia ОА 
do ОА”), otrzymamy je czyniąc 0 = — х w formule (3), i uwa- 
żajac że łukdos(—1)= m ponieważ już wzięto łukdosi = 0. 
Tym sposobem znajdujemy 


(4) t=. 


Ten wynik, niezależny od kąta ła. który się nazywa obszernościa 
оѕеуПасуі, dowodzi że trwanie bardzo małych oscyllacyj nie zależy 
od ich obszerności; i, byle ta obszerność była dostatecznie mała, 
można ją wziąć jeszcze dwa, trzy,... razy mniejszą, a zawsze trwanie 
jednej całej oscyllacyi zostaje to samo. Te małe oscyllacye są więc 
wszystkie równoczesne. 


266. Wyznaczmy teraz równanie ruchu wahadła za pomocą siły 
styczennej. Jeśli weźmiemy kąt 6 za zmiennę niezależną, składowa 
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styczenna ciężkości działającej na punkt M wyrazi się przez 
mg wstó, i będzie 


2g 
ds == ywst0. 


dt 
d?s __ ad28 с > 
Ale s=a(fa — 0), zkąd dE = gg’ mamyjwięc równa 
nie różniczkowe ruchu wahadła 
+ г wst Ө10. 


m (2 


Dobrze jest uważać że, posługując się siłą styczenną, trzeba cał- 
kować równanie różniczkowe drugiego rzędu ; gdy zaś całka sił ży- 
wych istnieje, ona sama jest już jedną z całek ruchu, i zostaje tylko 
do całkowania równanie różniczkowe pierwszego rzędu 


Dla całkowania pomnożymy powyższe równanie przez 240, i wy- 
konajmy to całkowanie, wyznaczając statecznę dowolną przez 


warunek żeby było zarazem t= 0, e =0, 0= с otrzymamy 


— — 50 (йозө — dos 2) =0. 


Ztąd wynika równanie 


ZE K = — dosa 


któreśmy przedtem odrazu otrzymali stosując całkę sił żywych. 


Drugie całkowanie wymaga przemiany ilości Ө na inną zmiennę. 
W tym celu, nazwijmy z i b wysokości punktów M i A nad 
płasczyzną poziomą przechodzącą przez punkt najniższy B; będzie 


== 1(1 -— dos 0) b =a(1 — dos a) 
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zkąd 


де ас. 
ГТА 


dz 
wę V2az — 22 


Podstawiając te wartości w ostatniem równaniu, i całkując w gra- 
nicach b i 0 odpowiedających położeniom ОА i OB wahadła, 
znajdujemy formułę która daje czas połowy oscyllacyi zestę- 
pującej ; 


1 Ga dz 
е 27 КУ CIE 


Więc czas T całej oscyllacyi wyraża się przez 


1 


rey f TEVA 


ше -s 


Ponieważ całka ogólna nie jest znana, trzeba wyznaczyć za pomo- 


ca szeregu wartość przybliżoną całki określonej. Owoż, ilość cp 
а 


jest mniejsza od jedności; możemy więc rozwinąć dwumian 
£ 


2 
2 E . o 5 
(1 — A na szereg zbieżny, sposobem następującym 


przez podstawienie tego rozwinięcia całka określona staje się 
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а | zdz У 521% 
T = р“ TE TE 4 ТЕЕ рна R" MA 24 (z) үрс = 2 
0 


1.3.....(2n — 1) ( 1 у zdz 


PEES (а) ү 


Różniczki w nawiasach mają wszystkie ten sam kształt; aby je 
zeałkować uważajmy różniczkę ogólną 


же ар 
34 dz 
dan! yoz — 02 = (n— 1\ш—%\ — A dz p arm Ć_ 7. 
Я Vbz — 2 
(2п — 4)b znidæ тз 
2 yi2 — z үь—@ 

Ztąd wywodzimy 

* zada. |_| (2n—1)0 (5 z»—idz бс — 27 

о Vbz — 22 2n 0 yz — 2? n / 


więc 


*5 zda „ш, е ү» хае 18 
j yiz — # 2л o Үз = z? 


Jeśli teraz oznaczymy te dwie całki określone przez А, i Аъ, 
będziemy mieli formułę 


(2n — 1) 


и 
n 9 n 


Anis 


która da jedną którąkolwiek z całek składających wartość T, za 
pomocą poprzedzającej; więc, aby mieć wszystkie, dość tylko wy= 


znaczyć całkę wskazu 0, ; 


А ү dz 
ko. z 0 yis —:? 
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383 
Owoż 
11 b — 25 
ПЕ EJ 
о yiz — 2 b — 2a)? 
A v^- Т ) 
al b= 3% 
U 
a 
sa. zz KŁ 
b — 22}? 
са ЖЕ П | 
Zatem 
1 2 РЕТ 
A= z, A = а Аз = 2 т, у= а т, ete. 


Podstawiając te wartości otrzymujemy ostatecznie 
р Иру. 
г= yei + (z) m 084) (3a) T 


Ө Баага) gó 10 


Та formuła może jeszcze wziąć inną postać : jakoż, uważając że 


wsława odwrotna - = 1 — dosa = 2 уы? 5 ‚ і podstawiając tę 


wartość, będziemy mieli formułę 


7 1\8 мз ү GO CZYCH 
(5) r= p +G) wst: 5 + (33) wst ^ 


pws +. 


która jasno pokazuje że szereg jest tem więcej zbieżny im obszer- 
ność wahań дә jest mniejsza; można nawet łatwo wyrachować 
błąd jaki się popełnia zatrzymując szereg na wyrazie jakimkolwiek 
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I tak, jeśli kąt 2% zawiera małą liczbę stopni, można poprzestać 
na pierwszym wyrązie szeregu; co daje formułę, już otrzymaną 
innym sposobem, - 


która wyraża czas bardzo małych wahań niezależnie od ich obszer- 
ności. 


Jeśli weżmiemy dwa pierwsze wyrazy szeregu, i zastąpimy 


wst 2 przez łuk z będziemy mieli 


т +) 


Ta formuła daje czas jednej oscyllacyi w funkcyi jej obszer- 
ności. 


Pierwsza wartość dla T jest za mała, druga za wielka ; w pierw- 
szej błąd jest mniejszy od ilości drugiego rzędu względem kąta a, 
w drugiej mniejszy od ilości czwartego rzędu. 


W zastosowaniu wahadła do mierzenia natężenia siły ciężkości 
w różnych miejscach ziemi, trzeba znać czas jednej oscyllacyi ; co 
jest dość trudno. Aby wyznaczyć tem czas ile można najdokładniej, 
rachuje się т oscyllacyj przez pewny czas т, na przykład przez 
kwadrans, i otrzymuje się 


267. WANADŁO GYKLOIDALNE. Ruch punktu ciężkiego na cykloidzie 
pionowej przewróconej, i mającej podstawę poziomą. 


Jeśli weźmiemy za oś odciętych stycznę a za oś rzędnych nor- 
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malnę w wierzchołku В cykloidy, ii nazwiemy a promień koła 


Oznaczmy przez vo prędkość początkową i przez у, rzędnę 
punktu wyjścia. Zasada sił żywych daje zaraz jedną z całek ruchu. 
Jakoż, mamy 


1 Bór. € Ж.дан 
T = Ма? F 200 — 0): 
ale 

ds? = ар -+ Ta) == dya. a, 


podstawiając tę wartość, będzie 


жүзү = уа Ymy), 


ali ayibadów łęndnogogw z 
4 И (e; у 


МЕСНАМІКА, 25 
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Trzeba wziąć pierwiastnik ze znakiem -| albo ze znakiem —, 
według jak ruch jest wznoszący się albo zestępujący. Całkowanie 
nie przedstawia żadnej trudności, można je uskutecznić dokładnie. 
Ale, zamiast wykonywać rachunek ogólny, zajmiemy się przypad- 
kiem w którym vo =0; со właśnie stanowi wahadło cykłotdalne. 


Uważając to ciekawe wahadło, szukajmy czasu : r. pół-oscyl- 


lacyi. Wiemy że oscyllacye punktu ciężkiego na danej krzywej są 
równoczesne ; możemy więc brać pół-oscyllacyę wznoszącą się albo 
zestępującą. Biorąc ostatnia mamy у, = 2a; zalem, całkując równa- 
nie (1), otrzymujemy 


а 
dy. аа 2а.үу. ү 
шз [Дай 
e 


V2ay - 2ay — ү? „Ул — ГЕ 


ztąd 


albo 


(en 
(2) T=sJ 5 $ 


nazywając b promień krzywizny w punkcie najniższym B cy- 
kloidy 


Formuła pokazuje że, w ruchu punktu ciężkiego na cykloidzie, 
trwanie оѕеуПасуј jest niezależne od ich obszerności. Te oscyllacye 
są więc wszystkie równoczesne. Ztąd wynika że różne punkta ciężkie 
wychodzące w lej samej chwili bez prędkości początkowej, z roz- 
maitych punktów cykloidy, dochodzą wszystkie w tym samym czasie 
do punktu najniższego. 


Нотснемв zaproponował wahadło cykloidalne, jako ściśle równo- 
czesne w próźni jakakolwiek jest obszerność wahań. W tym celu 
stawia się rozwitę АКА” cykloidy ABA, a wiadomo że rozwita 
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cykloidy jest cykloidą równą. Poczem, zawiesza się punkt ciężki М 
na jednym końcu nici (albo bardzo giętkiej sprężyny) mającej dłu- 
gość ha, której drugi koniec jest utkwiony w środku krzywizny К. 
Utworzy się tym sposobem wahadło cykloidalne; bo punktciężki M 
będzie opisywał cykloidę, jeśli nić na której jest zawieszony przy- 
staje do rozwitej АКА’, zostając ciągle do niej styczną. 


KRZYWA TOSAMOCZESNA I KRZYWA NAJKRÓTSZEGO CZASU. 


268. Nazywa się ogólnie TosAMOCZESNA (£autochrona) wszelka krzy- 
wa na której punkt materyalny pod działaniem sił danych, wycho- 
dząc ze spoczynku dosięga zawsze w tym samym czasie do punktu 
wyznaczonego, jakikolwiek jest punkt wyjścia. 

Względnie do samej tylko siły ciężkości, krzywą tosamoczesną 
jest ta na której punkt ciężki, zaczynając ruch bez prędkości po- 
czątkowej, dochodzi do punktu najniższego zawsze w tym samym 
czasie, jakikolwiek jest punkt wyjścia; albo jeszcze, taka krzywa 
па której punkt ciężki, pchnięty z punktu najniższego z prędkością 
jakakolwiek, zatrzymuje się zawsze na końcu tego samego czasu. 
Така krzywa tosamoczesna jest cała na płasczyznie pionowej prze- 
chodzącej przez punkt wyjścia i punkt najniższy ; albowiem, niema 
żadnej przyczyny żeby jakikolwiek jej punkt znajdował się raczej 
z jednej strony tej płasczyzny niż z drugiej. 


Cykloida jest sama jedna linia tosamoczesną punktu ciężkiego 
w próźni. Jakoż, niech będa A i B punkt wyjścia i punkt najniższy 
krzywej tosamoczesnej ; biorąc punkt B za początek spółrzędnych, 
poprowadźmy na płasczyznie pionowej BA, oś BZ pionową 
w stronę przeciwną ciężkości, i oś BX poziomą; oznaczmy przez z, 
rzędnę punktu wyjścia A, przez w, z położenie punktu ciężkiego 
w epoce /. Zasada sił żywych daje 


ткай 


90 ds 
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W tem całkowaniu względem z możemy położyć киш p(z) » 
со daje 


1 (© adz 


ү27 , М0 mari 


Teraz, ponieważ szukana krzywa, jako tosamoczesna, jest nieza- 
leżna od rzędnej zo, pochodna całki względem z, powinna być 
zero. Aby uniknąć granic zmiennych w różniczkowaniu niewiado- 
mej całki, uczyńmy z = uż, granice 0 i 2, będą odpowiedały 
dla u granicom 0 1 1. Tym sposobem powyższa całka staje się 


4 p(uzy) gluzy) Vzo 
t =—— du ; 
gf: V=u М 


więc pochodna względem зу, zrównana do zera, będzie 


| gł (ихо)и20 -E ф(и20) Ф 
Væ V1 —u 
0 


Owoż, aby ta całka była zero, trzeba żeby spółczynnik różnicz- 


kowy 2e'(uzo)uzo + (из) było zero ; bo inaczej możnaby wziąć 
уш М1 u 

rzędnę z, dostatecznie małą i (ака żeby, począwszy od u = 0 aż 

do и = 1, spółczynnik różniczkowy zachował ten sam znak; więc 

całka składająca się z części nieskończenie małych, a wszystkie tego 

samego znaku, nie mogłaby być zero. Mamy zatem konieczne ró- 

wnanie 


2ę/(uzyjuzy -+ (ил) = 0, 
albo, со to samo, 


2ę'(zjdz | dz 


(х) 2 
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Ztąd całkujac wynika 


oznaczając przez c slatecznę dowolną. 
Więc 


ds? 


ma = 


піс 


albo 


zkąd ostatecznie 


dx 
Zb 7 
dz m 1. 


Co jest właśnie równaniem różniczkowem cykloidy odniesionej 
do stycznej i normalnej w jej wierzchołku, 


269. Nazywa się ogólnie KRZYWĄ NAJKRÓTSZEGO CZASU (Śrachistow 
chrona) taka krzywa na której punkt materyalny wychodząc ze spo- 
czynku pod działaniem sił danych, dosięga do wyznaczonego punktu 
w czasie krótszym niż gdyby przebiegał wszelką inną linię. 

Cykloida jest krzywą najkrótszego czasu dla punktu ciężkiego 
w próżni. Aby tego dowieśdź, rozwiażmy ogólne zagadnienie 

Mając dane dwa punkta A i B w przestrzeni, znaleźć jaką linię 
punkt ciężki powinien opisać, aby przejść z A do В w czasie najkrót- 
szym możednym ? | 

Weźmy punkt A (wyższy od В) za początek spółrzędnych pros- 
tokątnych, oś; AZ pionową w stronę ciężkości, oś АХ na płasczyznie 
pionowej АВ, i oś АҮ poziomą. Przypuszczając że punkt ciężki 
wychodzi z A bez prędkości początkowej, czas w którym docho- 
dzi do B(x, y, z) wyraża się przez 


ds 
REZ 
D 
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Aby ten czas był minimum, trzeba żeby jego zmienność przez ð 
była zero ; to jesl 


1 e. WRZE 
= T fä 2 3ds — 5% *gzds) = 0. 
Ale 


ТЕЕ үй 4- dy? + dz. 


co daje 
ds = 2 dix +9 day +& ddz ; 


podstawiając tę wartość, mamy 


U 1 s RU 
|= (2 dac + GL ау 4-8 EDI а 3 фик =0. 
ds 2.70 


+ 


Jeśli zeałkujemy częściami, uważając że w obydwóch punktach 
A i В zmienności 02, dy, дс są zero, otrzymamy 


T жо atela 9) +574 


Zrównajmy teraz do zera spółczynniki zmienności dz, dy, бт; 
będzie 


ds-pa(z т = 0. 


Owoż, wiadomo że te trzy równania nie są oddzielne. Со zresztą 
łatwo się sprawdza; dość tylko pomnożyć pierwsze równanie 
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przez A , drugie przez dy ‚ *1 dodać wszystkie trzy; otrzyma 


się tosamość 


upa grób Grze а) о 


Dwa pierwsze równania zcałkowane dają 


-3 dz _ 
z” = EC, 
8 
1 
Ta. шлу 
2 Рт 4 
zkąd wynika 
dy. e __ 
de = 


Саікијас to równanie, będzie 
y = ba c". 


c, с, с", b sa stateczne dowolne. Ostatnie równanie dowodzi że 
szukana linia najkrótszego czasu leży na płasczyznie pionowej, prze- 
chodzącej przez punkt wyjścia А ; co widoczne a priori. 


Biorąc płasczyznę linii najkrótszego czasu za płasczyznę «z, jeśli 
1 


n . —ą lr 1 s 
w równaniu z * р = zastąpimy ds? przez da*-- dz, i dla 


A 2% A 1 
jednorodności położymy с mysz” otrzymamy 
(1. 


да 
ztąd ostatecznie wyprowadzamy 
dz 2a 
R cl — ==; 
ти 2 


równanie różniczkowe cykloidy. } 
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RÓWNANIE RUCHU WAHADŁA POJEDYNCZEGO W POWIETRZU, 


270. WAHADŁO KOŁOWE. Opór powietrza nie wiele wpływa na 
ruch wahadła kołowego. Gdy kąt początkowy «œ jest mały i tem 
samem mała prędkość wahadła, można uważać opór powietrza 
jako proporcyanalny do tej prędkości. i wyrazić go przez — тр, 
oznaczając przez k opór powietrza na jedność prędkości. Owoż, 
składowa styczenna ciężkości jest mg wst6; więc równanie różnicz- 
kowe ruchu wahadła kołowego w powietrzu będzie 


ү = ф%у510 — kv, 
A 09 dv __ 9. | Ики Z 
Ale v=—a й? р A аі zatem równanie różnicz- 


kowe ruchu staje się 
0 de д аы 
AL ką +7 #800 = 0. 
Nie potrafiono jeszcze zcałkować ogólnie tego równania. Ale, 
jeśli kąt 6 jest dość mały można, bez znacznego błędu, zastąpić 


wstO przez łuk 6; czyniąc to przypuszczenie będzie 


d>9 ‚ Aase ра 
(1) tiuta. 


To równanie linijne o spółczynnikach stałych łatwo się całkuje ; 
dość tylko rozwiązać równanie cechujące 


r» kr +7 ZUH 
a 


które daje 


Jakiekolwiek są te dwa pierwiastki, może się zdarzyć tylko trzy 
przypadki. 
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Ло Pierwiastki rzeczywiste i nierówne. Ponieważ one są oba od- 


jemne, oznaczmy je przez — r, —. Wtem założeniu całka 
zupełna 6 ma kształt 


Ө= Ае" -- Be", 


zkąd 
T =— Are i — Bre". 
Owoż, w stanie początkowym wahadła, powinno być zarazem 
ИЕ 0, 0 =: A angi co daje 
0, =A--B 
0 = — А”, — Bra 
Ztąd wynika 
До 00. кыр = мд. 
Tą — Ty Ta — Ty 


Więc, podstawiając te wartości, będzie 


0 aj = 
ө o (ræ WU — re rel ) 
а аа P 
do == 7417900 ( —r,t "at ) 
dt na szt 


Ostatnie równanie pokazuje że d0 nie zmienia nigdy znaku, i 


di 
maleje aż do zera gdy czas rośnie nieskończenie; gdy = оо 
wtedy 0 = 0. Więc wahadło nie wracałoby nigdy do położenia 
pionowego ; co nie jest. 


2° Pierwiastki rzeczywiste i równe, 7» = r, W tym przypadku 
całka zupełna 6 bierze kształt 


9 = е" (А BO; 
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Кай 


т = Be" — (A + Вет". 


Owoż, wartości początkowe są 


0, == А 
0=B— An; 
więc 
= (1 + ride" 
=ne h. 
da 


т "ie zmienia znaku, i Ө nie jest nigdy zero ; ten ruch nie sto- 


suje się więc do wahadła, 
30 Pierwiastki urojone. Jeśli, dla skrócenia, uczynimy 


„js "ea 
а Ф 


te pierwiastki wyrażą się przez 


całka zupełna będzie miała kształt 


= (А dos ва z). 


kt 
6 — — 3 (Ak— me 3 З dos м z (AA BA)? wst 
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Owoż, wartości początkowe są 
0, FA 
0 = КА — АВ; 


więc 
0 = 0e (ва £ wst i} 
(2) M 
4 w —K 
di = =e оа) wst 


Te równania pokazują że ruch jest wahający, i że obszerność 
wahań dąży do zera gdy £ rośnie nieograniczenie. Jeśli w ostat- 
Że, SE, SE,.,, będzie үрне. 
Te wartości, począwszy od drugiej, wyrażają trwanie pierwszej 
oscyllacyi, dwóch pierwszych, trzech pierwszych,.... Więc w po- 
wietrzu małe oscyllacye wahadła są równoczesne jako w próżni; 
ich trwanie jest dane przez formułę 


niej formule położymy t=0, 


M ааа 


K 
albo 


йы чү үг к AK 
Jage g ZEE 
| 


k jest bardzo małe, i trwanie oscyllacyi w powietrzu prawie się nie 
a 
różniod trwania w próżni danego przez formułę Т = т pe 


Znaleziono że parcie powietrza zwiększa trwanie oscyllacyi 


RÓ ГВ 3 ; 
ilością mniejszą od TU tego trwania. 


Podstawmy teraz w pierwszem równaniu (2) za / wartości 
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znajdziemy 


kr alre ы 
пб 00, 0=—0е 1, 0=0е 1, 0=— 06е A,.. 


Te wartości, wzięte liczebnie, wyrażają obszerność oscyllacyj 

po sobie idących, i tworzą postępnię geometryczną której stosun- 
kr 
kiem jest eà. 

271. Uwaca. Ciężar ciała M wahadła w powietrzu jest mniejszy 
niż w próżni, 

Jeśli nazwiemy p stosunek ciężaru powietrza do ciężaru tego 
ciała, ciężar ostatniego w powietrzu wyrazi się przez mg(l — p). 
Więc we wszystkich formułach, dotyczących ruchu wahadła w po- 
wietrzu, trzeba zamiast g położyć (1 — p). Tym sposobem łatwo 
widzimy że, dla samej tylko straty ciężaru w stanie spoczynku, 
trwanie oscyllacyi w powietrzu zostaje powiększone w stosunku 
jedności do y4 — р. Ale jest jeszcze inna przyczyna wpływająca 
na to powiększenie. Porsson rachunkiem a Besser doświadczeniem 
dowiedli że w powietrzu wahadło traci ze swojego ciężaru więcej 
w ruchu niż w spoczynku, i uznali że do wahadła w ruchu przyczepia 
się warstwa powietrza która razem z niem waha, i przywodzi jego 
ciężar do mg — ze): BORDA, mając wzgląd na te poprawki, 
i uważając że wahadło platynowe, z którem robił doświadczenia, nie 
jest wahadłem pojedynczem, znalazł dla Paryża g = 9",8088. 


272. WAHADŁO GYKLOIDALNE. Zajmiemy się teraz ruchem punktu 
ciężkiego na cykloidzie przewróconej i mającej oś pionowa; przy- 
puszczając że opór środka, w którym ten ruch się odbywa, jest propor- 
cyonalny do prędkości. 


Zachowując notacyę i figurę, użyte do wahadła cykloidalnego · 
w próżni, i stosując zasadę sił żywych, mamy zaraz równanie róż-, 
niczkowe ruchu 

vdv = — gdy — Кой, 
albo 


ds dy „dsp 
ga TY gt "gy =P 
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P> д \ de__q да А 
Owoż, równanie cykloidy @ 77 pi 4, daje 
= dy. 5. 
$° === Say, zkąd E Ka 3 
więc 
d?s 
de ii k aA p= 


To równanie linijne o spółczynnikach stałych, ma taki sam kształt 
jak równanie (1) ruchu wahadła kołowego w powietrzu; więc zastę- 
pując tylko w tem ostatniem а przez Ла, i nazywając s, odległość 
punktu wyjścia od punktu najniżsego В, otrzymamy wszystkie 
przypadki ruchu punktu ciężkiego na cykloidzie, mające miejsce 
w powietrzu, albo w płynie którego opór jest ргорогсуопаіпу do 
prędkości. Ograniczając się na samem wahadle cykloidalnem, znaj- 
dujemy równania jego ruchu 


kt f 
в = 600 nę ЕЕ 6 wst 


2 
i: 1 A 
> 2230] Ж 2 [2 х 
di A (2? + k?) wsł 
w których a jest promieniem koła tworzącego,i A= 7 — k. 


Pierwsze równanie dowodzi że obszerność wahań zmniejsza się 
coraz bardziej gdyjczas powiększa się nieograniczenie. Drugie równa- 
nie pokazuje że prędkość wahadła cykloidalnego jest zero w epokach 


74а wynika że trwanie jednej całej oscyllacyi jest m, Więc 


czas 


(2) Tosa ZEM Ay 3 


ДЕ "уе 
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Ta wartość T jest niezależna od sy; co dowodzi zarazem że 
оѕсуПасуе wahadła cykloidalnego są równoczesne, i że cykłotda jest 
linią tosamoczesna punktu ciężkiego, w środku (w powietrzu) którego 
opór jest proporcyonalny do prędkości, 


т lm 


Podstawiając wartości £=0, — e Za Ё w pierwszem 


równaniu, będzie 


кт окт 


= Су, SEE A = оер: 
То pokazuje że obszerności wahadła cykloidalnego w powietrzu 
tworzą postępnie geometryczną nieskończenie malejącą. 


RUCH PUNKTU CIĘŻKTEGO NA SFERZE. 


273. WAHADŁO STOŻKOWE. Gdy wahadło kołowe, oddalone z poło- 
żenia równowagi, zostaje pchnięte, z prędkością jakakolwiek, w kie- 
runku nie będącym na płasczyznie pionowej która przechodzi przez 
punkt zawieszenia, to wahadło bierze ruch około pionowej punktu 
zawieszenia, i naprzemian zbliża się do niej i oddala. Punkt mate- 
ryalny wahadła opisuje linię skośną, a zaś nić (albo pręcik wahadła) 
opisuje powierzchnię stożkowa. Ztąd nazwisko wahadła stożkowego. 


Punkt materyalny wahadła stożkowego może być uważany jako 
zmuszony zostawać na powierzchni sferycznej, której promieniem 
jest długość tego wahadła a środkiem jego punkt zawieszenia. 
Parcie tego punktu materyalnego wywiera się, nie na powierzchnię 
sferyczną która jest idealną, ale na nić albo na pręcik, i stanowi 
tężność nici albo pręcika. 


Obierzmy punkt zawieszenia O wahadła za początek trzech osi 
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prostokątnych, i weźmy za oś rzędnych pionowę OZ idącą w stronę 
ciężkości. Punkt ciężki M(z, у, z) zawieszony na nici |bez massy, 
podlega działaniu dwóch sił; jedną jest jego ciężar mg, druga 
tężność N пісі skierowana ku środkowi O sfery. Jeśli nazwie- 
my a długość wahadła, równania różniczkowe ruchu punktu 
ciężkiego M będą 


de _ Ne 
de > ma 
Gy... 
(1) а? Wi ma 
dz Nz 
ШО aaa 


Do tych trzech równań trzeba dołączyć równanie powierzchni 
sferycznej na której punkt ciężki M jest zmuszony zostawać, 


24 y? pH 22 = o, 


Mamy więc cztery równania, dostateczne do wyznaczenia czterech 
niewiadomych 2, у, z, № w funkcyi czasu /, 


Aby otrzymać całki pierwsze ruchu, uważajmy że zasada po- 
wierzchni (239) daje zaraz jedną z nich. Albowiem wynikowa sił my 
i N działających na punkt materyalny M jest na jednej płas- 
czyznie z pionową OZ; co pokazuje że zasada powierzchni stosuje 
się do płasczyzny шу. Zresztą, mnożąc pierwsze równanie (1) 
przez y, drugie przez x i potem odciągając, mamy wprost 


„dy фа 


Ra "de, 
zkąd, całkując, wyprowadzamy 
dy UD gm 
wę —Y gp 0 


Przekształómy teraz spółrzędne- prostolinijne na biegunowe, i 
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niech będzie m rzut punktu M па płasczyznie æy. Jeśli nazwie- 
my w kąt jaki promień wodzący Om =~ czyni zosią ОХ, będzie 


styp = z albo  y=łuk муй ; 


Каа 
edy — уйг 
= рг. 
albo 
„об уй 
di dt dt 
Więc 
(2) Е о = z 


Stateczna c wyraża, jako wiemy, powierzchnię dwa razy większą 
od tej którą rzut promienia wodzącego OM na płasczyznie zy opi- 
suje w jedności czasu. 


Do wyznaczenia statecznej е jest wiadome położenie początkowe 
punktu ciężkiego M i jego prędkość początkowa vo Ztąd łatwo 
się wywodzi składowa tej prędkości prostopadła do promienia wo- 
dzącego r па płasczyznie cy. I w samej rzeczy, jeśli nazwiemy č 
kąt jaki prędkość początkowa v, czyni z prostopadłą do płasczyzny 
pionowej początkowej ЖОМ, składowa prędkości początkowej 
wedle tej prostopadłej wyrazi się przez 21052; со daje (241) 


1 
że. = v dosi. 


Więc na mocy formuły (2) będzie 


e л 
— = wdosi, 
70 


Кай 


е = Voro dost = % Va? — z dosi. 
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Szukajmy teraz drugiej całki pierwszej ruchu. Те całkę daje za- 
sada sił żywych 


d. 5 y= gdz; 
zkąd 
(3) v= 2gz 0; 
stateczna dowolna b = v? — 2040. 


Owoż mamy : 


a0 da? —-- dy? „da. , dr? dd ағ? 


2 pizda, T 15018 |139, 
й de, Tam de "а алг 
adp 
? ge mika 


a równanie sfery 


daje 


jeśli więc podstławimy wartość v? w równanie (3), i wyrugujemy 


dy 


dr znajdziem 
dł”, ЯЫ? 0 у 


ә 


0225 о ONES | 
alat 1)+ a= 29: +0; 


albo, rugując 7°, 


? = + = (292 + b) (a* — 2); 
Каа 
udz 
vie =a 024-0) © 


MECHANIKA. 26 


(л) dł = 
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Trzeba wziąć znak ++ albo znak —, według jak rzędna z ro- 
śnie albo maleje z czasem ź Wartość ż otrzymuje się przez 
kwadratury elliptyczne. 


Wyrugujmy teraz dé za pomocą formuły (2), będziemy mieli 


(5) Фр = а= SEE $ 
(®— ж) шї ор 0) — © 


Wartość w otrzymuje się także przez kwadatury elliptyczne. 


Formuła (5) dowodzi że płasczyzna wahadła która czyni kąt < 
z płasczyzną pionową zz, obraca się około pionowej OZ w jedną 
albo w drugą stronę, gdy z rośnie albo maleje; strona obrotu za- 
leży od znaku statecznej c. · 

Pod pierwiastnikiem wielomian (а — 22)(2gz + 0) — с2 trze- 
ciego stopnia ma wszystkie pierwiastki rzeczywiste. Jakoż, za- 
stępując stateczne dowolne przez ich wartości 0002—9220, 
=v (a — z)dos?ż, będzie 


(02—22) (v -+H 292—292) — vla — 5) 0527, 


ipodstawienia z= — 20,  — 0, w Фа 
dadzą wyniki -+ =j = 


Ten obraz zmienności znaków jasno pokazuje że wszystkie trzy 
pierwiastki wielomianu są rzeczywiste; pierwszy, zawarty między 
— mi —a, jest odjemny; drugi, zawarty między —a і 2, 
może być dodatny albo odjemny ; trzeci, zawarty między zo i a, 
jest dodatny jeśl zo > 0. 


W przypadku szczególnym, gdy prędkość początkowa vo jest pros- 
topadła do płasczyzny początkowej ZOMy, =, jest pierwiastnikiem 
wielomianu pod pierwiastnikiem ; albowiem, wtedy dos? т = 0, ż 


2g(a2— (а — з) — vl? — z0) = (z — zo) | 2ga? — 22) — v? (z -+ 20) } + 


W ogóle, oznaczając trzy pierwiastki rzeczywiste wielomianu pod 
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pierwiastnikiem przez — у, ß, a, msmy zawsze 


PERI adz 


д — «) @— 2367. 


ОЕ acdz z 
С (3 — 2%) Vag(z — a) 6 — 2)(2 + у) 


Te formuły dowodzą że, przez cały czas ruchu wahadła stożko- 
wego; wartość rzędnej z zostaje zawarta między а i 6. 

274. Pozostaje jeszcze do wyrachowania tężność nici wahadła 
w każdej chwili. 


Wiemy że tężność N tej nici, a ogólniej oddziaływanie powierz- 
chni materyalnej, jest wynikową składowej normalnej ciężaru mg 
i siły odśrodkowej w położeniu w którem się punkt materyalny M 
znajduje, ta zaś wynikowa jest normalną do powierzchni. Owoż, 
składowa ciężaru mg wedle normalnej OM do sfery w punk- 


cie M(x, у, z) jest ту; wartość dodatna albo odjemna, we- 

dług jak punkt ciężki M znajduje się na półsferzu niższem albo 

wyższem. Со do siły odśrodkowej 22, aby znaleźć jej składo- 
б 


wę wedle normalnej do sfery, uważajmy że płasczyzna przylegająca 
do krążnej w punkcie М(&, у, z) przecina sferę wedle koła, które 
jest właśnie kołem krzywizny tej krążnej mającem promięń p; 


2 
zatem, mnożąc ih przez te otrzymamy składowę siły od- 
p owa 
środkowej wedle normalnej do sfery, i ta składowa а będzie 
skierowana na zewnątrz sfery. Więc, biorąc wynikowę dwóch skła- 
dowych, znajdujemy że tężność nici ma za miarę 
2 
(6) N m р, 


Widzimy łatwo że w ruchu wahadła stożkowego pod płasczyzną 
poziomą przechodzącą przeż punkt zawieszenia, nić jest zawsze 
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wytężona. To wytężenie nici może być odjemne albo zero, gdy 
punkt ciężki M wahadła porusza się ponad płasczyzną poziomą 
punktu zawieszenia. 


Nietrudno wprost z równań ruchu otrzymać wyrażenie tężności N. 
Jakoż, pomnóżmy równania (1), pierwsze przez 2, drugie przez y, 
trzecie przez z, i dodajmy, będzie 

Иш; ŻY s" 2) 
Те Ty Дет + ғ 2? -|- y* + 2 ) - 92. 


s È a 


Ale mamy równanie sfery 


ай | y? zza 
które, dwa razy różniczkowane, daje 
а 2y е, | PAL JARE EN 
= "U geht енн каен онур 


więc, podstawiając te wartości w równanie poprzedzające, otrzy- 
mujemy 


р s20Nu > 
=> VU n Tt 02 


zkąd 
R me? + mgz 


a 
275. Jakie powinny być okoliczności początkowe ruchu, żeby 
punkt ciężki M wahadła przebiegał koło poziome sfery na której 
zostawać musi; albo innemi słowy, żeby wahadło opisywało stożek 
obrotowy? 


Oczywiście warunkiem koniecznym i doslatecznym tego ruchu 
jest z=2,. Ta wartość, podstawiona w równaniu sił żywych (3) 
i w trzeciem równaniu (1), daje 


ZU i МЕИ; 


Więc, jeśli 2 = z, ruch kołowy wahadła jest jednostajny i 
tężność niei stateczna. 
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Trzeba jeszcze znaleźć czas całego obrotu wahadła około piono- 
wej. Ten czas wyraża się przez 


Irro 
Oj 
Owoż, 
К far % ЕЕ 92% __ 90 
т а PFA 
zkąd 
amn ДД 


20 


Podstawiając tę wartość, widzimy że, w ruchu kołowym, waha- 
dło stożkowe wykonywa obrót około pionowej w czasie 


2: р, 
7 


RUCH WAHALŁA STOŻKOWEGO KTÓRE SIĘ MAŁO ODDALA OD PIONOWEJ. 


276. Wtym przypadku ruchu promień wodzący ” rzutu m na 
płasczyznie zy jest bardzo mały w porównaniu z długością a wa- 


hadła, można więc rozwinąć wartość z= a? — 72 na szereg 
Py r 
zbieżny podług potęg stosunku 29 


Со даје 
1 
Ж ONE rt y2 
szat -) а Бүлү 


Poprzestając na dwóch pierwszych wyrazach szeregu, wywodzimy 
ztąd 


Podstawmy te wartości w równanie (3) przekształcone 


dr? „4? m 
б PSE dg = le — m) Бей. 
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będzie 


Я П га F pi ! 
zaniedbując wyraz dE którego wartość jest bardzo mała wzglę- 


dem zachowanych, zostaje 
dy? 
de T ” а 1 wd) "PB 


Jeśli teraz wyrugujemy dt za pomocą równania 


w którem dana wartóść statecznej c przypuszcza że kąt 4 jest 
liczony od tej płasczyzny pionowej do której prędkość początkowa 


vo jest prostopadła, otrzymamy 


(7) CST „зш оа 
\ «т: Y-MIDVL.AWDEOYSTJ M 
Е sy a (2 — r) 


Równanie pokazuje że w tym ruchu wahadła stożkowego promień 
wodzący r rzutu па płasczyznie xy jest zawarty między ilościami 


yp i „р^, które są jego najmniejszą i największą wartością. 


Aby ułatwić całkowanie, dajmy powyższej różniczce następującą 


„postać : 
dy = Voro yadr 
S тз и taż Ета) — т^ 
albo 


= „1 
буүа аъ 
DASZ ZE ЫЕЕЕ 
i A 4d 1 
ym атоо m + (ан? gro?) е 


© 
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Dla skrócenia połóżmy mt, i uzupełnijmy kwadrat pod 
pierwiastnikiem ; biorąc tylko znak — będziemy mieli 


o AA — d. (даз?т?и) 


na G 
y (аз? —— grę)? — (алои — w — gry)? 


Zcałkujmy, wyznaczając statecznę dowolną przez warunek żeby 
było zarazem 


4 
ZZM 20; кау 
otrzymamy 
AVOTU — аз? — gro? 
24 = łuk dos US za maki, 5 " = Jo; 
AVG — gro 
zkad 


ч 


EA 4. ЦЕ g А 
ae git + sle — 3779929, 


ә 
ару" 


Więc ostatecznie 
(8) 


Ten wynik dowodzi że rzut punktu materyalnego M na płasczy= 
a 
znie zy opisuje ellipsę której pół-osiami за m i w И 


Żeby wiedzieć w jakim czasie wahadło stożkowe, mało oddalone 
od pionowej, wykonywa cały obrót około tej linii, dość jest, stoso- 
wnie do zasady powierzchni, podzielić powierzchnię opisanej ellipsy 
przez powierzchnię opisaną w jedności czasu na tej samej płasczy- 


1 
c = с Voro; со 


a” 


znie, to jest podzielić ту ЖД ч przez 


2% pi A 


9 


То wyrażenie czasu jest niezależne od prędkości początkowej vo, 
a więc stosuje się jeszcze gdy vo == 0; przedstawia ono czas dwóch 


to! > 


daje czas obrotu 
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całych oscyllacyj wahadła kołowego długości a; przypuszczając że 
te oscyllacye są dostatecznie małe. Со potwierdza znajome formuły. 


277. Żeby zagadnienie wahadła stożkowego, o małych oscylla- 
cyach, było zupełnie rozwiązane, trzeba jeszcze wyrazić 4, 0 ir 
w funkcyi czasu £. 


Otoż co do kata 4. Równanie, »* m = yt,  zkombinowane 


z ostatniem (8) daje 
оа 
Vo ; 


dos? 20. wsi 
tsh УЫ $ 


zkąd, całkując i wyznaczając statecznę przez warunek żeby było zara- 
zem £=0 i p= 0, otrzymujemy 


E SAWA gr 
t ЖЕТ m чуў); 
zatem 

(9) styj = AE чур. 


Ta formuła pokazuje że płasczyzna pionowa zawierająca wahadło 
obraca się niejednostajnie około osi pionowej OZ, i wykonywa cały 


и : a ? KL 
obrót w czasie 2r pas a każdą ze czterech ćwierci obrotu 
g 


20 Ела нит 
w czasie ayi Co już wiadome. 


Żeby wyrazić r. w funkcyi /, z formuły (7) wyrugujmy Фр za 


отоса równania 7? а иі; będzie 
р ; 


Vardr 


Vau? — gr) (2 — ro) 


a= 


эй р" : бър 
а а Мат д2) — (an F gra? — 20) 


4 
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Ztąd, całkując 1 wyznaczając statecznę przez warunek żeby było 
zarazem ź= 0, у = r, otrzymamy ostatecznie 


2 но 00521 |/ 7 батын y/ 2. 
(10) ) rę? dos + ws е 


Nakoniec, znajdziemy 0 w funkcyi £ uważając że r=awst6, 
albo biorąc tylko r =a6 z przyczyny małości kąta 6. Podsta- 
wiając tę wartość za » w ostatniej formule, będziemy mieli 


NA (ШИЛ “үз 
(11) e == == йоз obozy ih! „a 


Widzimy zaraz że kwadrat 0° jest okresowy, i ma okres т H 
Dla ¿= 0 jest } 


ada = Ж , to jest we środku okresu, będzie 


А v 
кура. аро :50,= 5 
g vag 

Te dwie wartości kata 6 odpowiedają wierzchołkom ellipsy, 

którą rzut punktu materyalnego M opisuje na płasczyznie zy. 


Kończąc, dodajemy : gdyby dostrzegacz poruszał się z płasczyzną 
zawierającą wahadło stożkowe , widziałby je оѕсуПијасе między 
dwoma kierunkami, czyniącemi z osią pionową, i z jednej strony, 
M rów 

TA 


Cżas jednej pozornej oscyllacyi jest z 143 


katy mające wstawy 


ROZDZIAŁ V. 
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RUCH UKŁADU BRYŁOWEGO OKOŁO PUNKTU STAŁEGO. 


278. Uważajmy układ bryłowy obracający się około punktu sta- 
łego z którym jest niezmiennie połączony. Niech będzie O punkt 
stały; poprowadźmy przez ten punkt trzy osie prostokątne stałe 
ОХ, OY, OZ, i trzy osie prostokątne Oś, Oy, O% ruchome nie- 
zmienuie z układem bryłowym połączone ; oznaczmy przez £, у, 2 


i &, n,  spółrzędne punktu materyalnego M odniesione do tych 
dwóch układów osi. Formuły przekształcenia spółrzędnych dają 


2 = а + № У с 
(1) у 2а + Br --c$ 
z = E p bn У с 


Spółczynniki a, а, a" znaczą, jako wiadomo, dostawy kątów 
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jakie os ruchoma ОЁ czyni z trzema osiami stałemi ОХ, OY, 07, 
to jest 


a = 105(02, ОХ), . a = dos(O6, ОҮ), . а" = dos(O$, 07). 


(Л 


Tak samo 0, b, W i с, е, c” wyrażają dostawy jakie osie 
ruchome Oy i OG czynią kążda z trzema osiami stałemi. 


Te dziewięć spółczynników a, a, a”, 0, 0, b", e, С, c” są zwią- 
zane sześcioma równaniami, 


a> | a? +- a"? =1 ad -- a'd' --a'b' =0 
42) т Р 8) 9 gaigei Eare 
| е? 4-с 2 |=] | be--be' LV=0 


Równania (2) pokazują że osie ОХ, OY, 07 są prostokątne, а 
równania (3) wyrażają że osie ОЁ, On, O% są także prostokątne ; 
więc tylko trzy spółczynniki są dowolne. 


Ponieważ oba układy osi spółrzędnych są prostokątne, można 
przejść z pierwszego do drugiego przez formuły jednakowej postaci, 
tak że równania (1), (2), (8) pociągają za sobą następujące 


Ё = ax ау + о" 
(д) n = ba + by + 0 
С = ex p iy с. 


e pept ad 4 b L се =0 
(5) a L bee =1 (6) aa” ++ W re" =0 
а р"? L е? = „6. па" -- р" + сс (AA А 


Nawzajem, te równania pociągają za sobą pierwsze. Więc układy 
(1), (2); (3) 1 (4), (5), (6) sa tosame. 
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Do tych dwunastu formuł trzeba jeszcze dołączyć następujące 


T a pe —0W, Нас ch ra = Ве! — c, 
(1) Ер са" — ас, са ас, 0" = са — асу 
Эф хай > hakera t = а 0а, А саб ba. 


(8) abc" — ach” + беа” — bac” У cab” — cha” = + 1. 


Aby wiedzieć który z dwóch znaków -{- albo — brać należy, 
wyobraźmy sobie osobę stojącą na płasczyznie Ёз wzdłuż osi O%, 
i patrzącą na ruch osi ruchomych ОЁ, On. Jeśli ta osoba widzi 
oś CĘ na swojej lewej stronie a oś Oy na prawej, mówi się że 
ruch osi ОЁ i On, jest wsteczny (od lewej ręki ku prawej) ; wtedy 
bierze się znak —-, i pół-osie ruchome dodatne mogą przystać do 
pół-osi stałych dodatnych. Jeśli przeciwnie, osoba patrząca widzi 
oś О» na swojej lewej stronie a oś ОЁ na prawej, mówi się że ruch 
tych osi jest prosty (od prawej ręki ku lewej), i wtedy bierze się 
znak —; w tym przypadku, gdy dwie pół-osie ruchome dodatne 
zostaną sprowadzone na dwie odpowiedające pół-osie stałe dodatne, 
trzecie osie będą sobie wprost przeciwne. 


279. Zamiast wyznaczać kierunki osi ruchomych przez dziewięć 
dostaw a, б, c, @..... między któremi istnieje sześć związków, 
można je wyrazić przez trzy tylko ilości zmienne, za pomocą for- 
muł EULERA. 


Przypuszczając że osie ruchome ОЁ, On, 05 mogą przystawać 


do osi stałych ОХ. OY, OZ, wyznaczamy je dając kat 4 utwo- 
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rzony z osią ОХ przez ślad OR płasczyzny ёз na ХҮ, Ка е 
osi ОЁ ze śladem OR, i пакопіес Каб Ө osi O% i OZ który jest 
katem płasczyzn ży i ХҮ. 


Znając trzy katy 6, Ф, 4, znajduje się halo, przez geometryę 
analityczną, następujące formuły Fulera. 
в == Ё(Чозеф dosy — wstę wsty 1050) 
+ n(— wstę dosy — dose wsty 1050) -- 4 wsty wst0, 
(9) y = (dose wsty + wsty dosy dos0) 
+ n(— wsto wstY + dose dosy 1050) — 4 dosY wst6, 
z =$wsto wst -+ 2105 ę үүѕі0 + с dos0. 
Porównanie formuł (4) i (9) daje dziewięć spółczynników 
аатор ус... w funkcyi trzech zmiennych 0, +, w. 
а == dosy dosp — wsty wstẹ 1050, 
а == dose WstY -+ луі dost 1059, 
а” = wstę wst, 
b = — wsto dosy — dose wst 1050, 
U = — wst wstY -+ dose dosy 1050, 
b" = doso wsl 9, 
c = wst} wstó, 
С == — 108% wsl0, 
ć =2dos8. 
{ай wynika 


a wię с 
slyg = ги, ает 


Formuły ze spółczynnikami a, а, а", b, ..... są symetryczne 
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i dlatego w zastosowaniu łatwe, chociaż wymagają wielu równań 
warunkowych. Formuły EvLERA mają wielką zaletę że potrzebują 
tylko trzech zmiennych ©, е, Y, ale w rachunku niedogodne; 
jednakże w pewnych przypadkach są niezbędne. 


280. Szukajmy teraz prędkości punktu materyalnego M. Róż- 
niczkując względem czasu ź formuły (1), w których a, a, а", bpe. 
są funkcyami czasu, a zaś č, л, © ilościami stałemi, mamy 


= 
T К" AFA 


dy _. Tn ар 


59 ыыр Эи с 2 


e dh" гал 
EG Р" А ra 


Те formuły dają rzuty prędkości punktu Мпа osiach stałych 
ОХ, OY, OZ. 


Znajdźmy jeszcze rzuty prędkości tego samego punktu M na 
osiach ruchomych ОЁ, On, 06. W tym celu, zrzutujmy najpier- 
wej da dy dz па oś 06; со się otrzymuje mnoż - 

Gra. ed ар Р i TN баро 


wyższe trzy równania odpowiednio przéz a, a, a”, i dodając ; 
będzie 


FF т : үшү Ga „da К da" 
"dt + = = газе аиыр | a)? 


(ейел 
Ale formuły (2) zróżniczkowane dają 
ada + ada! +- ada" = 0, 
bdb 4 УЧУ + Уйу = 0, 
cde + dde + dde = 0; 
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więc, oznaczając przez Vgs Ur Dz składowe prędkości punktu 
materyalnego M wedle trzech osi ruchomych Oś, On, 06, otrzy- 
mane przez rzuty jako wyżej, znajdujemy 


7 CUR dc ‚ de! „dc” 
аа а! Бай pace > 
„= (49 qi Fa А+ dr)” Hogt zee ) 


Л a, 
da „da! r s | de „de! „dej 
ów „= (0 = aa а: С 0 +У)® 
da da К da СМ А z db 
аа а) Но ае)» 


Równania (3) zróżniczkowane pokazują że mnożniki trzech spół- 
rzędnych 6, n, б, wyrażone temi samemi literami, są równe i zna- 
ków przeciwnych ; możemy więc położyć 

pdt = cdb сл +- а = — (bde + b'de + b'dc'), 
4 | 

qdt = айс + wde' -a'dc" = — (eda + ceda + c'da”), 

rdt = bda -|- b'da' + b'da' = — (adb аа -Ea'dV'). 


Tym sposobem formuły (11) biorą następujący kształt bardzo 
prosty : 


Ор = 96 — Mm, 
(12) Un = r6 — [р%, 
vp = pa — gő. 


281. 05 CHWILOWA WIROWANIA. Szukajmy punktów układu bry- 
łowego które, w epoce £ jego ruchu około punktu stałego O, nie= 
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mają żadnej prędkości. Dla tych punktów będzie 


pn — 95 = . 


Te trzy równania nie są oddzielne i przywodzą się do dwóch 


Śłusadodg 3 
pi: Priomga Tone: 


Ostatnie dwa równania przedstawiają linię prostą która jest miej- 
scem punktów mających prędkość zero na końcu czasu /. Więc, gdy 
układ bryłowy obraca się około punktu stałego, istnieje w każdej 
epoce £ ruchu pewna linia prosta około której ten układ wiruje, to 
jest obraca się przez jedną chwilę czasu dt. Dla tej przyczyny tę 
prostę nazwano osig chwilowa wirowania, Jako widzimy, oś chwi- 
lowa ОТ (fig. str. 410) przechodzi przez początek O osi rucho- 
mych, i czyni z niemi kąty których dostawy są proporcyonalne do 
ilości p, 4, r. A jesli położymy 


te dostawy wyrażą się przez 


p 4 r 
, maj 7 
w w w 
zatem 
p=w 105(01, ОЁ), q = о 105(01, О»), F=wdos(Ol, 06). 


Aby otrzymać prędkość v punktu materyalnego M, dodajmy 
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kwadraty prędkości składowych, Vs Us Vg będzie 


n 


0 = (д — m)? +- (7 — pó)? F (pn — 05), 


albo 


=e HEHHE) — EH H 


= o. OM dos(01, OM); 
więc 
1—„?.0M — «*.0M 408501, ОМ) = «1. OM wst? (OI, OM) 


albo 


(15) v? — ».OM wst(01, OM). 


Jeśli nazwiemy р odległość punktu M od osi chwilowej OI, 
ostatnia formuła weźmie postać 


9 
0° = ор. 


Теп wynik dowodzi że prędkość punktu materyalnego M jest 
proporcyonalna do jego odległości od osi chwilowej która odpo- 
wieda chwili dt; więc w jest jego prędkościę kątową względem 
(еј. osi. Widzimy teraz dobrze że ilości któreśmy nazwali р, q, r 
są składowemi prędkości kątowej ө wedle osi ruchomych 
06, 0x, 05. 


Jeśli na osi chwilowej OI weźmiemy długość wyrażoną przez 
үр 4- 42 4- 12, zaczynając od punktu O i idąc w stronę taką. 
żeby widz, oparty wzdłuż tej osi i mający nogi w punkcie О, spo- 

MECHANIKA. = 27 
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strzegał ruch wirowy odbywający się od lewej ręki ku prawej jako 
ruch wskazówek zegaru, ta długość będzie przedstawiała wielkość 
prędkości kątowej punktu M, i stronę w którą on wiruje. Tym 
sposobem prędkość kątowa w około osi chwilowej OI jest wyni- 
kowa prędkości kątowych p, 4, r około osi ruchomych Oś, On, OŁ. 
Ztąd nawzajem wywodzimy już wiadome formuły 


p = o dos(e, ё), 
q =w dosi», n 
P=wodos(w, б). 


Prędkość każdego punktu materyalnego М w chwili dé jest 
prostopadła do płasczyzny przechodzącej przez oś chwilową 01 
i przez promień wodzący OM. Bo te dwie proste przechodzą przez 
punkt 0, a prędkość punktu M jest prostopadła do każdej z nich; 
czego dowodzą dwie oczywiste tosamości 


(96 — rnp + (5 — pog + (jm — 48)" = 0, 


(96 — тм) F (16 — у» + (pn — 98) = 0. 
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282. Jeśli widz patrzący na ruch ciała jest także sam w ruchu, 
wtedy ruch jaki będzie przypisywał temu ciału nie jest jego ruchem 
rzeczywistym, ale tylko ruchem pozornym który nazwano ruchem 
względnym; rzeczywisty ruch ciała w przestrzeni mianowano ru- 
chem samoistym, а ruch samego widza ruchem uniesienia. 


Pojmuje się łatwo że widz może być w ruchu względnie de 
układu na którym się znajduje, a rzeczywiście zostawać w spoczynku 
w przestrzeni, jeśli się porusza w stronę przeciwną ruchu tego 
układu i z jego prędkością. I nawzajem, widz może być w spoczynku 
względnym a w ruchu samoistym. Ten widz, uniesiony ruchem 
układu do którego należy i patrzący na ciało zewnątrz układu będące, 
nietylko weźmie za prędkość rzeczywistą ciała prędkość ruchu 
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względnego, ale jeszcze przypisze ten ruch pozorny siłom w ogóle 
różnym od tych które istotnie działają. I tak, jeśli układ któremu 
widz uczestniczy obraca się jednostajnie około osi stałej, a widz 
patrzy na punkt niezmienny w przestrzeni, ten punkt będzie mu się 
zdawał opisywać okrąg około osi stałej z prędkością jednostajną ; 
zatem będzie się zdawał pod działaniem siły dośrodkowej statecznej; 
gdy tymczasem wynikowa sił które na ten punkt działać mogą jest 
zupełnie zero, ponieważ punkt zostaje niezmienny. 


Wszystkie ruchy jakie spostrzegamy około siebie albo w przes- 
trzeni są ruchami względnemi. I tak : punkt materyalny porusza 
się na statku, statek płynie po rzece, ziemia się obraca około linii 
biegunów, i w tym samym czasie bierze następne położenia na swo- 
jej orbicie około słońca, a słońce przenosi się w przestrzeni. Te 
wszystkie ruchy są względne między sobą. Znajomość ruchów 
względnych prowadzi do poznania ruchu samoistego, albo mówiąc 
ściślej, do ruchu który za samoisty uważamy. 


Wyobraźmy sobie że punkt materyalny M, odniesiony do trzech 
osi prostokątnych ruchomych Oyć, Om, O, opisuje względem 
tych osi linię jakąkolwiek, która będzie jego лата względna ; ta 
krążna, z przyczyny ruchu osi, bierze różne położenia po sobie cią- 
giem idące w przestrzeni. Otoż, można łatwo wyznaczyć ruch sa- 
moisty punktu M, znając jego ruch na krążnej względnej i ruch 
tójścianu osi. W tym celu, weźmy trzy osie prostokątne stałe 
ОХ, OY, OZ; oznaczmy przez z, у, 5 spółrzędne punktu M 
względem osi stałych, przez ё, м, © spółrzędne tego punklu 
względem osi ruchomych ; i nakoniec przez cy, Уу, 5, spółrzędne 
początku ruchomego 04. Będziemy mieli trzy formuły 


w = ш p аб - by +- «©, 
(16) у = у 4-а + bn F е6, 
= A + wE -- bn + с", 


I 


„ 


w których a, а", a”, b, 07, W, e, 0, c” oznaczają dziewięć dostaw 
katów służących do przejścia od osi stałych do osi ruchomych. 
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Różniczkując równania (16), będzie 


dz __ da dë dn ла 
*+ttytoztigtogtig tom 


АКД! 

dy __ śp db' dc! 69 дра це 
= +ET dt rt" rt Ge | Hoa | 

dz dy da" dc” а" ША „dą К dę 

ETETETT +» Еш bhigi 


| : ў dz dy @ wg 

W tych równaniach, pierwsze strony PT gani еро 
rzutami prędkości punktu materyalnego M na osiach stałych. Dru- 
gie strony składają się z dwóch części których znaczenia są różne. 


Summy 


оа da db de dy, da 
r TET ita" de” НЕ рене аЗ" 

= ża da” db" de” 

Er ИЗ 


wyrażają pochodne spółrzędnych æ, у, z, wzięte uważając ё, n, б 
jakoby niezmienne w czasie £; te summy są więc rzutami prędkości 
punktu M, jak gdyby on był niezmiennie związany z osiami rucho- 
memi ; albo innemi słowy, te summy są rzutami na osiach stałych 
prędkości uniesienia punktu M. 


Nakoniec, summy 


gó а u 5 а 4 
м J / 1) 
pił phe dt’ о М жай gło 
К dĘ y К dę 

dt nak: "EL dt 


wyrażają pochodne spółrzędnych æ, у, z, wzięte uważając 
Zis уь 205.95 U, A”, 0, b'es jako niezmienne w czasie t; zatem 
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są rzutami prędkości punktu M, jak gdyby w epoce t osie rucho- 
me 0,, Om; 0,4 były niezmiennie związane z osiami stałemi 
ОХ, OY, OZ; więc te sammy są rzutami na osiach stałych pręd- 
kości względnej punktu M. 


Widzimy tym sposobem że rzuty prędkości samoistej punktu ma- 
teryalnego M, na osiach stałych, są summami rzutów prędkości 
uniesienia i prędkości względnej. Więc 


TWIERDZENIE I. Prędkość samoista jest wynikowa prędkości unie= 
sienia i prędkości względnej. 
Zatem 


Prędkość względna jest wynikową prędkości samoistej i prędkości 
uniesienia wziętej w kierunku przeciwnym. 


283. Szukając teraz wartości przyspieszeń, zróżniczkujmy równa- 
nia (17) ; będziemy mieli 


da Фа; da dh de 


> 
de de TEJE T "Të +6 pe 240 аё gz + 


da dë , db dn dc dẹ 
uk (ж dt tdi dt t de а) 


dy __ dy а?а! dh de! ‚@ Kas 
de de Tig dÈ ta ge а dr: а е dÈ SE Wam nek) de 


da! а db' dy de, а 
ка (т АС ur 7) 


4% d? “Zi d?a” а" d? Ё ГА d? UJ ("Ф 
da = а бе to ga 89 dat dat” ЗБ A 


dat sd$ > dr <dy z da" dE 
+2(7 at dr dt r 2): 


Pierwsze strony >s Gd ; m 


na osiach stałych samoistego przyspieszenia punktu materyalnego M. 


tych równań wyrażają rzuty 
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W drugiej stronie pierwsze summy 


22, da deb de у, (а! dzy! 
"dE HETE ami róde” dÈ ер dr Faga dÈ +9 GA” 
dzy , „da ША dc $ 


а S HE di? skr”) de HOTE de 


które są pochodnemi spółrzędnych 2, y, z, wziętemi uważając 
2 n, £ jako stałe, wyrażają rzuty na osiach stałych przyspieszenia 
uchu uniesienia. 


Drugie summy 
Ф рт лыд «Ё „5 Z yta + ut a «26 


WR \ ak 
„de b? dE’ dA de Р. dÈ. 


sa pochodnemi spółrzędnych 2, у, z, wziętemi uważając 
Фу Yita Aa WORA jako stałe; zatem wyrażają rzuty na 
osiach stałych przyspieszenia ruchu względnego punktu materyal- 
nego M. 


Nakoniec, trzecie summy 


„/dadĘ , db dn de ZA da de (М dy de de 
йт! (Tr ФТ dh T) 


(2 dé © е" A 
„dr dro" dr dt 1 dt dt 


mogą być uważane jako przedstawiające rzuty na osiach stałych, 
pewnej prostej której dano imię przyspieszenia dośrodkowego składa- 
nego. Ztąd twierdzenie które podał KoRioLis (Coriolis). 


TWIERDZENIE П. Przyspieszenie samotste jest wynikowa przyspie- 
szenia w ruchu uniesienia, przyspieszenia względnego, i przyspieszenia 
dośrodkowego składanego. 


Aby mieć jasne wyobrażenie przyspieszenia dośrodkowego skła- 
danego, zrzutujmy je na osie ruchome. To działanie przyniesie i tę 
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korzyść że da składowe przyspieszenia wedle osi które są istotnemi 
osiami naszych spółrzędnych, gdy przeciwnie osie stałe są tylko 
liniami posiłkowemi. 


Owoż, summy 


da dE db dn de de da! dë dh! dy dc dę 
dd" ddr! dt dt” dh. dł | di di to dr di. 


da” dë а" dn ас" dë 


di dt " dt dt dt dt 


tem się tylko różnią od drugich stron równań (10) że w nich 
g gr d zastępują č, n, 6 tamtych ; jeśli więc w drugich 


de —dó t 
dë da аб 


stronach formuł (12), zamiast 5, л, © położymy tac tycia 


i pomnożymy przez 2, otrzymamy dwumiany 


de p% ДЕ а гё dz zj 
(15- rm): 10 dt — pz): (р Ta 


które są rzulami, na osiach ruchomych, przyspieszenia dośrodko- 
wego składanego. 


Nietrudno też wyznaczyć wielkość i kierunek przyspieszenia 
dośrodkowego składanego. Biorąc summę kwadratów jego trzech 
składowych, mamy 


(de „M dz. тику? ' dz? 
(agi! т). +” dt par) < Мр ат) 
(п > 4 KG 4 dy? а Е dn „4 2; 
= (b + ре Шы DĘ (ә; rz Tar +2) j 
= обу" wst? (w, 0"), 


gdzie » znaczy prędkość względną punktu materyalnego na końcu 
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czasu t, a w prędkość wirowania osi ruchomych około osi 
chwilowej odpowiedającej temu czasowi. Więc przyspieszenie do- 
środkowe składane wyraża się przez 


200! wst (о, 0"). 
Przyspieszenie dośrodkowe składane jest prostopadłe do prędkości 


względnej v” i do osi chwilowej wirowania ; czego dowodzą dwie 
widoczne tasamości 


dę , dn\ dë dë _ @\ da __  dë\dk 
С i т F ( dt -pii T С 1%) = 

dź „Ф ` dë dz dn gk «Е A- 
Ga н) р (5 п) (Р Ра 17)" а. 


To przyspieszenie jest skierowane w stronę w którą się obraca, 
około osi chwilowej odpowiedającej, linia przedstawiająca prędkość 
względną punktu M. 


284. Znając przyspieszenia, oznaczmy przez X, Y, Z rzuty, na 
osiach ruchomych, siły istotnie przyłożonej do punktu materyal- 
nego M, przez X, Y, Z! rzuty siły ktora sprawia ruch uniesienia 
tego punktu; będziemy mieli między temi dwiema siłami, siłą 
względną i siłą dośrodkową składaną, następujące równania 


"AM ФЕ а __ „Mh 
X=X--m Тв Г?" (7 а) 


ў An my „+ 2m( 7 rd pz) 


Pa 


BE 1,7 042 *; dẹ 
жет m qe z Fm (p dt 2). 
Zamieńmy teraz litery ё, у, б na zwyczajne 2, у, = które odtąd 
będą znaczyły spółrzędne punktu materyalnego M względem osi 
ruchomych. Слупіас tę zmianę, z powyższych równań wywodzimy 
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równania różniczkowe ruchu względnego 


Фа i dz „dy 
ЕЕ Eig SE AA 
od ы 6 dł" dt ) 


А 


(18) г: ER Lo 26 dz p z) 


de de" dt)” 
dz dy dz 
п = — mfp — 01): 


Siła względna, której składowe wedle osi ruchomych są wyra- 
dr Фу dz 
de» "аё? "gp? 
w ruchu względnym. Siła mająca składowe X, Y, Z wedle tych 
osi jest siłą rzeczywiście przyłożoną do punktu materyalnego M. 
Dwie inne siły są siłami pozornemi, zmyślonemi. Pierwsza z tych sił 
pozornych, mająca składowe —X/, — Y, —Z/ jest równa i 
wprost przeciwna sile która sprawia ruch uniesienia punktu M; 
zatem jest siłą bezwładności tego punktu w jego ruchu uniesienia. 


żone przez m stanowi siłę poruszającą 


Druga siła pozorna, mająca składowe 


Е. dy dz 9 dr dz ) dy =) 
т" di): п ra, РТР —m( pi 14) 


została nazwaną siłą odśrodkowa składaną. Trzeba ја uważać jakoby 
działała w kierunku przeciwnym przyspieszenia dośrodkowego 
składanego. Więc siła odśrodkowa składana jest skierowana w stronę 
przeciwną wirowania prędkości względnej 2" około odpowiedającej 
osi chwilowej ; jest prostopadła do płasczyzny przechodzącej przez 
tę oś i przez prędkość względną, i ma za miarę wieloczyn 


Imo" wst(w, 0"). 


Możemy teraz wysłowić równania (18). Te równania dowodzą że: 


Siła względna jest wynikowa siły istotnie przyłożonej do punktu 
materyalnego, siły bezwładności odpowiedającej jego ruchowi unie- 
sienta, i siły odśrodkowej składanej. 
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Widzimy tedy że można wprost otrzymać równania różniczkowe 
ruchu względnego, tak jak gdyby on był rachem somoistym, dołą- 
czając tylko do siły rzeczywistej, fizycznej, która działa na punkt 
materyalny, dwie siły zmyślone, to jest siłę bezwładności odpowie- 
dającą jego ruchowi uniesienia, i siłę odśrodkową składaną. 


285, Są przypadki ruchu względnego w których siły pozorne nie 
figurują obie razem, a nawet i takie do których żadna z nich nie 
wchodzi. Rozbierzmy je szczegółowo. 


1° Gdy ruch osi ruchomych (osi porównania) jest samym tylko 
przeniesieniem, wtedy prędkość wirowania tych osi jest zero, to jest 
р=0, 4=0, r=0; zatem siła odśrodkowa składana nie 
istnieje. W tym przypadku, trzeba tylko do siły rzeczywiście przy- 
łożonej do punktu materyalnego M, przyłączyć siłę bezwładności 
odpowiedającą ruchowi uniesienia tego punktu. 

Jako przykład, uważajmy ruch punktu materyalnego wolnego 
względem osi mających ruch przeniesienia w przestrzeni (ruch po- 
stępowy); i nazwijmy дү, yy, 2, spółrzędne początku osi rucho- 
mych, odniesione do trzech osi stałych do których osie ruchome 
zostają ciągle równoległe. Składowe siły bezwładności punktu ma- 
teryalnego massy m, w jego ruchu uniesienia, wyrażają się przez 


Jeśli więc oznaczymy przez č, n, 4 spółrzędne tego punktu 
względem osi ruchomych, i przez X, Y, Z składowe, wedle tych 
samych osi, wynikowej sił rzeczywiście przyłożonych do tego 
punktu materyalnego, jego ruch względny będzie wyznaczony 
przez następujące równania różniczkowe 


PEt ME ал; 

т era X—m TE 

(19) Feet y 
n z = 2 m jaa 


TEORYA RUCHÓW WZGLĘDNYCH. 427 


Można wprost otrzymać te równania, nie opierając się na teoryi 
ruchu względnego, i stosując tylko równania różniczkowe ruchu 
samoistego krzywolinijnego. Jakoż, uważajmy że spółrzędne samo- 
iste 2, у, z punktu ruchomego M wyrażają się przez 


222176 6, 
YZY + UD 
з=; 
więc 
7 „АА «Е 
12 = аё T de? 
dy _ dy , dn 
de = "ae T Te’ 
dz dzy d% , 
dR = ат а> 
Каа 
dE dr, 
m de = HE , 
dy я dzy, 
m е = Ү — m 2a 
П «2, 
da dt2 


2° Jeśli osie zmienne mają ruch przeniesienia prostolinijny ije- 
dnostajny, wtedy nietylko siła odśrodkowa składana jest zero, ale 
także i siła bezwładności odpowiedająca ruchowi uniesienia jest 
zero. W tym przypadku niema żadnej siły pozornej do przydania 
do sił rzeczywistych ; i równania różniczkowe ruchu względnego są 
takie same jak ruchu samoistego. Ale całki tych równań nie są te 
same ; bo wielkość i kierunek prędkości w tych ruchach są różne ; 
co zupełnie zmienia stateczne dowolne wprowadzone przez cał- 
kowania. 
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3° Gdy ruch osi zmiennych jest wirowy jednostajny, wtedy siła 
bezwładności, odpowiedająca ruchowi uniesienia punktu materyal- 
nego, jest siłą odśrodkowa i wyraża się przez mor. 


286. Ponieważ wszelki ruch względny punktu materyalnego 
może być uważany jako ruch samoisty, byle tylko do sił które rze- 
czywiście działają na ten punkt dołączono dwie już określone siły 
pozorne ; idzie zatem że twierdzenia, mające miejsce w ruchu 
samoistym punktu materyalnego wolnego, stosują się także do ru- 
chu względnego, z warunkiem wprowadzenia do nich dwóch rze- 
czonych sił pozornych. Nie widzimy potrzeby powtarzania tych 
twierdzeń, które zresztą później, na właściwem miejscu, obszernie 
wyłożone zostaną; powiemy tylko że w zastosowaniu zasady sił 
żywych do ruchu względnego, siła odśrodkowa składana znika 
zawsze sama z siebie, i można na nią w rozumowaniu nie zważać; 
bo ta siła, będac prostopadła do kierunku prędkości względnej 
punktu ruchomego, nie daje żadnej pracy. Ale trzeba pamiętać 
o sile bezwładności w ruchu uniesienia, i, gdy ona jest siłą odśrod- 
kową, przydać do drugiej strony równania sił żywych całkę wyra- 
żoną przez 


r pi 
4 mordy = 5 то — rè). 
r 


0 


287. Dla zastosowania wyłożonej teoryi ruchu względnego, weźmy 
następujący przykład. 

ZAGADNIENIE. Koło pionowe A toczy się jednostajnie (bez tarcia) 
po linii prostej ; znaleźć przyspieszenie samotste punktu M zwiazanego 
niezmiennie z tem kołem. 


Y 
M 
A 
СЕРЕ р ч 


Stosownie do danych warunków zagadnienia, można uważać 
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punkt materyalny M odniesiony do osi ruchomych przechodzących 
przez środek koła A jako obracający się około tego środka z pręd- 
kością kątową w, a zaś te osie jako posuwające się ruchem prosto- 
linijnym i jednostajnym. W tem założeniu, ruch punktu M około 
środka A jest ruchem względnym, a ruch osi zmiennych ruchem 
uniesienia. Na mocy twierdzenia KORYOLISA, przyspieszenie samoiste 
jest wynikową trzech przyspieszeń. to jest: przyspieszenia ruchu 
uniesienia, przyspieszenia względnego i przyspieszenia dośrodko - 
wego składanego. Owoż, osie zmienne mają ruch prostolinijny i 
jednostajny ; zatem ich prędkość wirowania jest zero, a temsamem 
przyspieszenie dośrodkowe składane jest zero, i przyspieszenie ruchu 
uniesienia jest także zero; więc przyspieszenie samoiste punktu M 
jest równe jego przyspieszeniu względnemu. Ale, ponieważ ruch 
względny jest kołowy i jednostajny, jego całe przyspieszenie przy- 
wodzi się do przyspieszenia dośrodkowego które się wyraża przez 
о. AM. Więc przyspieszenie samoiste punktu M jest œ. AM. 

Ten wynik łatwo się wprost otrzymuje, Jakoż, oznaczając przez 
£, у, spółrzędne punktu ruchomego M odniesione do dwóch osi 
stałych OX, OY, . przez w prędkość kątową ruchu jednostajnego, 
czyniąc AB =R, AM =r, i przypuszczając że łuk СВ = OC, 
mamy 


жд = Rot — r wstwć, 


y=R— r dos w’. 


Ztąd, różniczkując dwa razy, wynika 


dz 
— = WoR — or dos wt = oY 


dt 


dy — wr Wstoć = оү — (R — y)? 
dt 


dee 


w = ө? WSlw/, 
d 


у 


ŚR: ci 
та wr dosoć, 
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Dodajmy teraz kwadraty dwóch ostatnich równań, będzie 
Gz RUN miar 2% 
(2 + (az) “> 
co dowodzi że przyspieszenie samoiste punktu materyalnego M 
jest wr. 


Jeśli, między równaniami które dają składowe prędkości punktu 
M, wyrugujemy czas /, znajdziemy równanie różniczkowe krążnej 


dy AR e 7)? ч ЭҢИЛЕ ТУТШ? 


Według jak promień r jest równy promieniowi R, od niego 
mniejszy albo większy, krążna jest cykloidą zwyczajną, cykloida 
wydłużoną albo skórczoną. 


RÓWNOWAGA WZGLEDNA PUNKTU MATERYALNEGO. 


288. Gdy punkt materyalny porusza się tak żezachowuje ciągle 
to samo położenie względem osi ruchomych, mówi się wtedy że 
jest w równowadze względnej. W tym przypadku, prędkość względ- 
na v” jest zero, i temsamem siła odśrodkowa składana Zmev'wst(o, v”) 
jest zero, Siła poruszająca względna jest oczywiście zero, zatem 
równania (18) przywodzą się do 


(20) KRAK Аус Za jj, 


Те równania pokazują że siła bezwładności, odpowiedająca ru- 
chowi uniesienia punktu materyalnego, jest jedyną siłą którą dołą- 
czyć trzeba do siły rzeczywiście przyłożonej do tego punktu, żeby 
można wyrazić równowagę względną tak jak równowagę samoistą. 


Aby dać przykład równowagi względnej, szukajmy pod jakim wa- 
runkiem wahadło stożkowe opisuje stożek obrotowy ruchem jednostajnym. 


Dla rozwiązania zagadnienia, możemy sobie wyobrazić płas-' 
cżyznę АМО, obracającą się ruchem jednostajnym około pionowej OZ 
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unktu zawieszenia A, i wyrazić że wahadło zostaje w spoczynku 
› у J poczy 


na tej płasczyznie. Ruch płasczyzny AMO, związanej z osią pio- 
nowa OZ, będzie ruchem uniesienia wahadła, a punkt mate- 
ryalny M, stanowiący wahadło i przytwierdzony do tej płasczyzny, 
opisze ruchem jednostajnym koło poziome OM. Uważajmy teraz 
że siły rzeczywiście działające na punkt materyalny M są : jego 
ciężar mg i tężność N nici AM która go utrzymuje; a ponieważ 
ruch uniesienia jest jednostajny i kołowy, siła bezwładności która 
mu odpowieda jest siłą odśrodkowa то?.ОМ, nazywając w pręd- 
kość kątową tego ruchu. Więc, czyniąc dla skrócenia АМ = 4, 
ЛО =h, OM=r, równania równowagi względnej punktu M, od- 
niesione do osi ruchomych ОХ i 07, są 


op ? 
— N - -+ то?’ == 0 
a 


h 
N- —= 0; 
A a mg =.0; 
zkąd 
К К Mg 
— = Mw“ —— 
a h 


Zatem prędkość v ruchu wahadła jest 


0). = 00° =: Р. VA é 


Warunek konieczny i dostateczny żeby wahadło opisywało stożek 
obrotowy ruchem jednostajnym: Co już wiadome (275). 
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Łatwo dojść do tego wyniku innym sposobem. Dość tylko uważać 
że, w punkcie M, siły N, mg, то?” powinny sobie czynić równo- 
wagę ; więc jedna z nich, na przykład tężność N, musi być równa 
i wprost przeciwna wynikowej dwóch innych mg i mw?r. Со daje 

N_ mow. mg 


› 
а r h 


równania otrzymane wyżej. 


RÓWNOWAGA I RUCH PUNKTU MATERYALNEGO NA POWIERZCHNI ZIEMI. 


289. Niech będzie N biegun północny ziemi, 5 biegun połu- 
dniowy. Widz stojący na półsferzu północnem spostrzega słońce 
poruszające się od wschodu na zachód. Z tego pozornego ruchu 
słońca, wiedząc że ziemia obraca się około linii biegunów NS, 


widz wnosi że ruch wirowy ziemi wykonywa się rzeczywiście od 
zachodu na wschód. Aby to określić dokładniej, powiemy że dla 
widza stojącego w środku О ziemi i opartego na pół-osi północnej 
ON, ruch pozorny słońca odbywa się od lewej ręki do prawej, 
a ruch wirowy ziemi od prawej ręki do lewej. Astronomowie wyra- 
żają le dwa wprost przeciwne kierunki ruchu mówiąc że ruch słońca 
jest wsteczny, przeciwny ruchowi znaków Zodyaku, a ruch ziemi 
jest prosty, wedle tych znaków. 

Weźmy teraz punkt В, dany na powierzchni ziemi, za początek 
spółrzędnych, i, biorąc za oś rzędnych pionowę BZ skierowaną 
w stronę przeciwną ciężkości, stosownie do przyjętej ugody kie- 
runków osi spółrzędnych, obierzmy za pół-oś dodatną «ów część 
północną BX stycznej do południka BN, a za pół-oś dodatną у 
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część wschodnią BY stycznej do równoleżnika BB'; poczem, 
oznaczmy przez о prędkość kątową ruchu wirowego ziemi który 
może być uważany za zupełnie jednostajny; przez А. szerokość geo- 
graficzną punktu B. Owoż, wiemy że trwanie całkowitego obrotu 
ziemi około linii bięgunów, czyli dzień gwiazdowy, zawiera 86164 se- 
kund czasu średniego; mamy więc przybliżona wartość prędkości 
katowej 

27 1 9 ү 

ө = кетүү = 00000729 == үг. (т) , 

290. RÓWNOWAGA NA POWIERZCHNI ZIENI. Uważajmy punkt ma- 
teryalny B w równowadze na powierzchni ziemi. Usuwając na 
chwilę ruch postępowy ziemi około słońca, i wprowadzając do ra- 
chunku sam tylko ruch dzienny, widzimy łatwo że siły istotnie 
działające na punkt materyalny są : przyciąganie ziemi i oddziały- 
wanie ciała na którem ten punkt jest położony, albo gruntu na 
którym spoczywa. Te dwie siły rzeczywiste powinny, na mocy 
wiadomego twierdzenia, czynić równowagę dwom siłom pozornym 
w punkcie B. Owoż, w równowadze względnej siła odśrodkowa 
składana jest zero, ponieważ prędkość względna 07 =0; zostaje 
więc tylko siła bezwładności odpowiedająca ruchowi uniesienia 
punktu B. Ale, z przyczyny że ruch dzienny ziemi jest kołowy 
i jednostajny, siłą bezwładności w tym ruchu jest siła odśrodkowa 
mo; р znaczy promień równoleżnika opisanego przez punkt В 
około linii biegunów NS. Jeśli, przypuszczając ziemię sferyczną, 
nazwiemy R jej promień, będzie р == Rdosą, i siła odśrodkowa 
wyrazi się przez 


"тор == me?RdósĄ. 


Więc, w granicach naszych założeń, oddziaływanie grunta na 
punkt materyalny В jest siłą równą i wprost przeciwną wynikowej 
przyciągania ziemi i siły odśrodkowej. Rzeczona wynikowa stanowi 
właśnie to eo się nazywa ciężarem ciała B. Widzimy teraz dobrze 
że ciężar ciała nie pochodzi jedynie z samego przyciągania ziemi, 
ale jest skutkiem dwóch sił, albo mówiąc dokładniej, jest równy 
wynikowej przyciągania ziemi i siły odśrodkowej powstającej z jej 
rachu wirowego. 

MECHANIKA. 28 
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QIEżROŚĆ, JEJ KIERUNEK. Wynikowa przyciągania ziemi i siły 
odśrodkowej, stanowiąca ciężar ciała, nazywa się ciężkością. Kie- 
runkiem ciężkości w miejscu B ziemi jest pionowa tego miejsca. 
Siła odśrodkowa ma kierunek przedłużenia promienia równoleżnika, 
który punki materyalny В opisuje około linii biegunów ; ten kie- 
runek czyni ogólnie pewny kąt z kierunkiem przyciągania ziemi, 
przechodzącym przez środek ciężkości massy ziemskiej. Środek 
ciężkości nie przypada ściśle w środku ziemi; bo ziemia nie jest 
sferyczną jednorodną, ani nawet złożoną z warstew jednokładnych 
jednorodnych ; ale różnica jest małoznaczna. 


Składowe X, Y, Z” siły odśrodkowej, wedle naszych osi spół- 
rzędnych, są 


U = тло? МУЗА 
Y'==0 


Z = mw% dosh. 


Składowa 2’ jest dodatna ; to dowodzi że ciężar ciał na powierz- 
chni ziemi jest mniejszy niżby był gdyby ziemia zostawała w spo- 
czynku. 


Wartość Y'= 0 pokazuje że pionowa każdego miejsca па po- 
wierzchni ziemi znajduje się na płasczyznie południkowej tego 
miejsca. 


Ze składowych siły odśrodkowej wynika że pionowa jakiegokol- 
wiek miejsca na powierzchni ziemi nie ma kierunku siły przyciąga- 
nia w tem,miejscu, któryby istotnie miała gdyby ziemia była nieru- 
choma; a, z przyczyny ruchu wirowego ziemi, ta pionowa nie 
przechodzi przez jej środek, choćby nawet ziemia była doskonałą 
sferą jednorodną. Tylko przy biegunach gdzie w = 0, ор 0, i 
wzdłuż równika gdzie A=0, ruch dzienny ziemi nie zmienia 
kierunku pionowej. 


Przy równiku przyspieszenie pochodzące od siły odśrodkowej 
wyrażą się przez wR; podstawiając wartość promienia równiko- 
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wego R w metrach, będzie z przybliżeniem 
w = 0,033802..... 


Jeśli to przyspieszenie porównamy z przyspieszeniem danem 
przez ciężkość, które się oznacza zwykle litera g, znajdziemy że jest 
około 289 razy mniejsze od ostatniego. Ото, na równiku siła od- 
środkowa jest większa niż w innych miejscach ziemi, i działa w kie- 
runku wprost przeciwnym siły przyciągania ; więc siła odśrodkowa 
jest małym tylko ułamkiem ciężaru ciała. Ztąd wynika koniecznie 
że siła odśrodkowa jest bardzo mała w porównaniu z przyciąga- 
niem ziemi, a temsamem że ruch wirowy ziemi ma dość słaby 
wpływ na natężenie ciężkości i na kierunek pionowej. Dodajmy 
jeszcze że, ponieważ 289 jest kwadratem z 17, gdyby ziemia obra- 
cała się prawie 17 razy prędzej siła odśrodkowa na równiku byłaby 
równa przyciąganiu ziemi; więc ciała leżące na równiku nie mia- 
łyby żadnego ciężaru. 


Siła odśrodkowa w% maleje w miarę zbliżania się do bieguna. 
p ) ę 5 


Zobaczmy teraz jaki wpływ ruch roczny ziemi około słońca 
może wywierać na ciężar ciał ziemskich i na kierunek pionowej. 
Wiadomo że ziemia ma w przestrzeni ruch postępowy swojego 
środka i rach wirowy około linii biegunów. Oczywiście ruch wiro- 
rowy ziemi nie zależy od ruchu jej środka, i jest ten sam czy 
środek się porusza czy też zostaje nieruchomy. Więc siła odśrod- 
kowa składana punktu materyalnego, leżącego na powierzchni 
ziemi, ma tę samą wielkość, ten sam kierunek i tę samą stronę 
działania ; jednem słowem, wyraża się zupełnie tak samo czy do jej 
ruchu wprowadzamy ruch roczny środka ziemi około słońca czy go 
całkiem zaniedbujemy. 


Ale rzeczy mają się inaczej z siłą bezwładności odpowiedającą, 
ruchowi uniesienia punktu materyalnego. Wielkość tej siły, gdy 
zważamy na ruch roczny środka ziemi okoła słońca, jest zupełnie 
różna od tej któraśmy otrzymali, w przypuszczeniu że ziemia ma tyl- 
ko sam ruch wirowy ajej środek zostaje nieruchomy. Ponieważ tedy 
ziemia ma ruch postępowy około słońca i ruch wirowy około linii 
biegunów. rzeczona siła bezwładności jest wynikową siły odsrod- 
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kowej powstającej z ruchu wirowego, i siły równej a przeciwnej 
sile któraby dała punktowi ruchomemu, gdyby był wolny, taki sam 
ruch jaki środek ziemi posiada. Owoż, wprowadzając do rachunku 
siły bezwładności, w ruchu uniesienia, ruch roczny ziemi pocho- 
dzący z przyciągania słońca, trzeba zarazem obliczyć działanie słońca 
na punkt materyalny którego się szuka równowagi albo ruchu. 
Więc, z przyczyny ruchu rocznego ziemi około słońca, należy do- 
łączyć do sił tak rzeczywistych jak pozornych, uważanych w przy- 
puszczeniu środka ziemi nieruchomego, dwie nowe siły, to jest : 
siłę rzeczywistą z jaką słońce przyciąga dany punkt maleryalny na 
powierzchni ziemi, i siłę pozorną bezwładności w ruchu jaki przy- 
ciąganie słońca udziela środkowi ziemi. Te dwie siły, które wcho- 
dzą tak dobrze do równowagi względnej punktu materyalnego, na 
powierzchni ziemi, jak do jego ruchu względnego, są sobie prawie 
równe i przeciwne, z przyczyny małości promienia ziemskiego wzglę- 
dnie do odległości ziemi od słońca; ich wynikowa, niezmiernie 
mała, zmienia się co do wielkości i kierunku w każdej dnia до- 
dzinie, dlatego że punkt materyalny zmienia ciągle położenie wzglę: 
dem słońca. Ta więc siła zmienna sprawia okresową zmianę W na- 
tężeniu ciężkości i w kierunku pionowej ; a jest tak mała że dotąd 
nie potrafiono wprost doświadczeniem ocenić jej wpływu. Ale ko- 
łysanie się wód morskich, które jest nałuralnem następstwem dzia- 
łania tej siły, dowodzi niezaprzeczalnie jej istnienia. 


Na tem jeszcze nie koniec. Księżyc, choć słabo, swojem przycią: 
ganiem wpływa niezawodnie na ruch postępowy ziemi ; trzeba więc 
także zważać na działanie księżyca w ścisłem ocenieniu natężenia 
ciężkości i jej kierunku na powierzchni ziemi. Owoż, wprowadzając 
do rachunku sił przyciąganie księżyca, jakośmy to uczynili z przy- 
ciąganiem słońca, widzimy łatwo że, do sił rzeczywistych i pozor- 
nych któreśmy już wskazali, trzeba jeszcze dołączyć siłę rzeczywistą 
przyciągania które księżyc wywiera na punkt materyalny, leżący na 
powierzchni ziemi albo w pobliżu, i siłę pozorną równą a przeciwną 
tej któraby nadała środkowi ziemi przyspieszenie zupełnie takie 
samo, со do wielkości, kierunku i strony, jakie mu udziela przycią- 
ganie księżyca. Wynikowa tych dwóch sił przeciwnych, zkombino- 
wana z podobną wynikową pochodzącą z działania słońca, wpływa 
bardzo mało na okresową zmianę ciężaru ciał ziemskich i na kie- 


| TEORYA RUCHÓW WZGLEDNYCH. 137 
runek pionowej. Ale pierwsza wynikowa jest większa od drugiej, 
dlatego że księżyć, chociaż mający małą massę, znajduje się daleko 
bliżej ziemi niż słońce ; z tej przyczyny działanie księżyca na wez- 
branie wód oceanu (przypływ i odpływ morza) jest przeważnie 
większe od działania słońca. 


Wogóle więc wpływ ruchu rocznego ziemi około słońca na ciała 
ziemskie w równowadze, a nawet i w ruchu jako zaraz zobaczymy, 
jest bardzo mały, i objawia się tylko przez okresową, prawie niedo- 
strzegalną, zmianę natężenia ciężkości i kierunku pionowej miejsca. 
Та tak mało znacząca zmienność ciężkości, w jej natężeniu albo kie- 
runku, może być zaniedbana w obliczaniu wartości sił, tem bardziej 
że jej oszacowanie opiera się na sferyczności i jednorodności ziemi; 
dwie rzeczy które tylko z pewnem przybliżeniem są prawdziwe. ` 


291, RUCH WZGLĘDNY NA POWIERZCHNI ZIEMI. Zajmiemy się teraz ) 
ruchem względnym na powierzchni ziemi albo w jej pobliżu, i пај- 
pierwej uważać będziemy spadek ciał ziemskich. Niech będzie więc 
ciało ciężkie mające całą massę zkoncentrowaną w swoim środku 
ciężkości, albo co to samo, niech będzie punkt materyalny M, 
(ostatnia figura), spadający na ziemię;z położenia A które opuszcza 
bez prędkości początkowej. Aby można uważać ruch względny 
jako samoisty, trzeba dołączyć do sił rzeczywiście działających na 
punkt M dwie wiadome siły pozorne. Owoż, przypuszczając że 
punkt ciężki M spada w próżni, jedyną siłą rzeczywistą która na 
niego działa jest przyciąganie ziemi. Siłami zmyślonemi czyli pozor- 
nemi są: 1° siła bezwładności, odpowiedająca ruchowi kołowemu 
i jednostajnemu jakimby punkt M był uniesiony, gdyby zostawał 
niezmienny względem ziemi w położeniu które zajmuje na początku 
czasu £; ta siła, jakośmy już widzieli, jest siłą odśrodkowa тор; 
29 siła odśrodkowa składana тоо" wst(», v”). Ostatnie wyrażenie, 
mające prędkość względną v” ża czynnik, pokazuje że siła odśrod- 
kowa składana jest zero na początku ruchu, a potem rośnie w miarę 
zwiększania się tej prędkości. Więc na początku ruch punktu 
ciężkiego M zdaje się być skutkiem działania wynikowej przycią- 
gania ziemskiego i siły odśrodkowej pochodzącej z wirowania ziemi. 
Та wynikowa, jako wiemy, stanowi właśnie ciężar ciała M, a jej 
kierunkiem jest pionowa miejsca A z którego to ciało spada. 
Widzimy tedy jasno że punkt ciężki” M zaczyna spadać wedle pio- 
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nowej punktu wyjścia A, i jego ruch pozorny ma takie samo przy- 
spieszenie g jakieby mu nadała siła równa jego ciężarowi P. Więc, 
chociaż P nie jest siłą rzeczywiście przyłożoną do punktu mate- 
ryalnego M massy m, ani g przyspieszeniem jego ruchu sa- 
moistego, między ilościami m, P, g jest związek 


B= mg; 


zupełnie taki sam jak gdyby ruch względny był rzeczywistym 
ruchem punktu ciężkiego M. To równanie zostało ustalone w zało- 
żeniu ziemi nieruchomej ; trzeba więc było koniecznie pokazać że 
jest prawdziwe w rzeczywistości ; cośmy właśnie uczynili. Ale to 
wszystko ma miejsce tylko w pierwszej chwili ruchu. Zaraz potem 
` rzeczy całkiem się zmieniają. Siła odśrodkowa składana nie jest już 
zero, działa więc na punkt ciężki'M i spycha go z pionowej AM 
wedle której zaczął się poruszać. Aby wiedzieć w którą stronę na- 
stępuje zboczenie, poprowadźmy przez M prostę NS” równoległą 
do linii biegunów (osi świata). Ponieważ płasczyzna AMN jest 
południkierm miejsca M a ziemia obraca się około linii biegu- 
nów w stronę zachód -południe-wschód-północ, przyspieszenie 
901 үүбі(о› v") punktu ciężkiego M, w wirowaniu około osi chwi- 
lowej NS', będąc prostopadłe do płasczyzny przechodzącej przez 
tę oś i przez prędkość względną v", bierze kierunek ku zachodowi; 
z tąd wnosimy że siła odśrodkowa składana, jako prostopadła do 
południka miejsca M i w kierunku wprost przeciwnym temu przy- 
spieszeniu, sprawia właśnie zboczenie punktu ruchomego M na 
wschód. To zboczenie, znane od dawna, łatwo się sprawdza do- 
świadczeniem które wkrótce na swojem miejscu przyłoczymy. 


292. Mając ogólny obraz spadku ciał ciężkich, szukajmy teraz 
równań ich ruchu względnego. Według tego co poprzedza, siła 
poruszająca pozorna w ruchu względnym punktu ciężkiego M, 
który spada w próźni z położenia A bez prędkości początkowej, 
jest wynikową przyciągania ziemi, siły bezwładności w ruchu unie- 
sienia, i siły odśrodkowej składanej. Dwie pierwsze siły, jakośmy, 
już powiedzieli, stanowią ciężar punktu materyalnego M, wyrażony 
przez mg w położeniu A. Aby mieć składowe siły odśrodkowej 
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składanej, uważajmy że, według przyjętych notacyj, odniesionych do, 
układu spółrzędnych który ostatnia figura przedstawia, nazywając х. 
szerokość geograficzną punktu materyalnego M leżącego na pio- 
nowej АО, mamy 


p == о dos(05, ВХ) = — w dos}, 
g = о dos(05, BY) = 0, 


r = w dos(05, BZ) = — w Wsta. 


Więc, stosując formuły (18) numeru 284, otrzymujemy równa- 
nia różniczkowe ruchu względnego punktu materyalnego M 


я GR ү dy 
4) JE = 0 WsStĄ. dt , 
а?у da dz 
2) =u = 9 korzy O Ж аш, 
2 Ti (ма, 73 dosa T) 
3) 13 = % dos), Zł g 


Te trzy równania jednoczesne mogą się wprost całkować; ale 
prościej będzie zcałkować najpierwej pierwsze i ostatnie, które 
zaraz dają 


(1) A = — 20у WstĄ. 


a 
St 


z = 20у @05А\ — gt. 


Nie przydaliśmy żadnej statecznej dowolnej ; bo, podług warun- 
ków zadania, powinno być zarazem 
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PUL т el Е А ылу. 
+ Wartości ЕТЕ poniesione do równania (2), przemieniają 


je na następujące 


2 


(6) Te T 1y = 201 dosh. 


& 
ч 


To równanie linijne drugiego rzedu, о spółezynnikach stałych, 
całkuje się łatwo ; dość tylko uczynić 


t dosk 
у= ар ETE, 


со daje 


du 


TE + пон == 0; 
zkąd, całkując, 
u = А dos(2wt) + В wst(2wż). 


Więc całka zupełna równania (6) ma kształt 


у= А dos(2wt) + Bwst(2ot) + EA, 
Aw 


Dla wyznaczenia statecznych dowolnych A i B, zróżniczkujmy 
tę całkę nieokreśloną, będzie 


U = — ЗА ві) + зодох) + a i 
w 


Owoż, powinno być zarazem 


Го; == бусту 
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a te warfości podstawione w dwa ostatnie równania даја 


0=A, 0 = 258 тары 
0) 


Кай 


ШУ) 


B=— 
lo” 


Więc całka równania (6), wzięla w granicach zadania, wyraża 
się przez 


g оз 


(7) у = 


— {20 t— wst(2oć) | - 


Ponieważ odcięta y jest dodatna, to dowodzi że punkt ciężki M 
spadając bierze zboczenie na wschód, 


Jeśli podstawimy znalezioną wartość dla y w równanie (4), i 
potem zcałkujemy, będzie 


g wst2A 


(5) t=— е 
{ Цо? 


wt? — мч) å 


Ta wartość odjemna odciętej 2 pokazuje że jest zboczenie na 
południe w spadku punktu ciężkiego M. Zboczenie na południe jest 
daleko mniejsze od zboczenia na wschód. 


Nakoniec, podstawmy wartość у w równanie (5), i potem zcał- 
kujmy. Uważając że £=0 daje s= АВ = h, otrzymujemy 


2 
(0) zz LAOSA (за wst? Wh} — 5 ge Hh 
20) 


Równanie dowodzi że 


>й — I ge; zatem 4> po". 
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Więc czas przez który ciało ciężkie spada w próżni jest dłuższy 
niż gdyby ziemia nie miała ruchu wirowego. 


Zboczenie na wschód zostało sprawdzone w oslatnich czasach 
przez Р, Rercn, w jednej studni kopalni w Freybergu. Wysokość 
spadku była 158,5, szerokość geograficzna X = 51°. Podstawiając 
te liczby jako też wartości dla g iœ w formule (7),i biorac 
жыды) = Joł — pws, t= |// 20, otrzymujesię y=01,0276. 
9 


Doświadczenie, kilka razy powtarzane, dało zboczenie średnie 0m,0283 
które nie różni się wiele od znalezionego przez teoryę. 


Zboczenie na południe nie było jeszcze sprawdzane. 


293. Ruch roczny ziemi około słońca, jakośmy już okazali, wywiera 
zaledwie czuć się dający wpływ na zmianę natężenia ciężkości i 
jej kierunku w różnych miejscach ziemi. Można więc uważać że 
ciężar ciał, położonych w różnych wysokościach, bardzo mało się 
różni od przyciągania ziemi co do wielkości i do kierunku, to jest 
ma kierunek prawie przechodzący przez środek ziemi, i zmienia się 
prawie w stosunku odwrotnym kwadratu odległości od tego środka. 
Ale należy dodać że, gdyby nawet ciężar ciała miał dokładny kieru- 
nek ku środkowi ziemi, i zmieniał się doskonale w stosunku od- 
wrotnym kwadratu odległości od tego punktu, ruch ciał ciężkich, 
spadających w próżni, nie byłby nigdy taki jakiśmy znaleźli w nu- 
merach 202 i 203. Bo siła odśrodkowa składana 2220" wst(o, 0"), 
przyłącza się do ciężaru ciała, i modyfikuje jego ruch, a wielkość 
tej siły rośnie z prędkością ciała spadającego. 


Gdy wysokość spadku ciał ciężkich jest mała, można zaniedbać 
nietylko wpływ siły odśrodkowej składanej, ale jeszcze zmianę 
wielkości i kierunku ciężaru ciała, w jego przejściu z jednego poło- 
żenia do drugiego na powierzchni ziemi. W tym przypadku ruch 
pozorny ciała ciężkiego odbywa się niby jako ruch samoisty, pod 
działaniem siły stałej z wielkości i kierunku ; zawsze z domyślnem 
przybliżeniem dostatecznem. Pojmuje się teraz dobrze dlaczego, 
dając pierwszy przykład ruchu ciał ciężkich w próżni, mogliśmy 
powiedzieć że ten ruch nie wiele się różni od prawdziwego. 
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WAHADŁO STOŻKOWE POD WPŁYWEM RUCHU WIROWEGO ZIEMI, 


204. Zastosujemy jeszcze teoryę sił pozornych do ruchu wahadła 
słożkowego na powierzchni ziemi, w przypuszczeniu że ziemia ma 
tylko sam ruch wirowy. Оріегајас punkt zawieszenia A wahadła 
za początek spółrzędnych, weźmy za oś rzędnych z pionowę АО, 


idącą w stronę ciężkości; za oś wów slycznę AX do południka 
miejsca A, skierowaną od północy na południe; za oś 0% sty- 
cznę AY do równoleżnika miejsca A, skierowana od zachodu 
na wschód. Тут sposobem dobrane osie spółrzędnych mają ruch 
wsteczny (od lewej ręki do prawej), i formuły względne do wirowań 
stosują się w całej ogólności. 


Punkt materyalny M wahadła może być uważany jako poruszający 
się na sferze, mającej za środek punkt A, iza promień długość a wa- 
hadła. Siły które trzeba wprowadzić do rachunku, aby ruch pozorny 
mógł być uważany jako samoisty, są : 1° dwie siły rzeczywiste, to 
jest: przyciąganie ziemi i tężność nici wahadła ; 2° dwie siły pozorne, 
to jest : siła odśrodkowa pochodząca z ruchu wirowego jednosłaj- 
nego ziemi, i siła odśrodkowa składana. Owoż, przyciąganie jakie 
ziemia na punkt materyalny M wywiera, i siła odśrodkowa powsta- 
jaca z jej ruchu wirowego, stanowią ciężar mg punktu M; a 
jeśli nazwiemy № tężność nici wahadła, składowe tej siły równo- 
ległe do osi spółrzędnych wyrażą się przez 


L 1 5 
PEA Ар Шү у опа пе ужа 
а а а 


А ROZDZIAŁ V. 
Nakoniec, składowe prędkości kątowej w ruchu wirowym ziemi 
wj rażają się przez 


D = wodoSĄ, бте, r= о үу, 
i dają składowe siły odśrodkowej składanej 


‚ dy / dz al dy 
дт WSŁĄ.-;> 1 105.7 L], —2D0 dOSA. =. 
Mo Wst) di * Зна: os) T wstà. йг}? mw dos Л 


Więc równania różniczkowe ruchu względnego punktu mate- 
ryalnego M który stanowi wahadło, są 


bę Na dy 
= ua LEĆ — 90 Ыг. 

M та едем dt 
dèy Ny dz di) 

U z: 1 — wst 
de, ma qr żę „(409 dł pestek dł 
раи 2 PL > dos). dy 
ПЕ I ma Гу а > 


Te trzy równania jednoczesne ęzcałkowane, do których trzeba 
dołączyć równanie sfery З 
ёр = 0, 


wyznaczą ruch pozorny wahadła stożkowego. 


Aby można całkować, wyrugujmy N między dwoma pierwszemi 
równaniami, będzie 


а?у ШЫР Пд 5 б A ad dz 
krąg Tolga F 2o wst 7 = ТЕ й Jo dOSĄ. 2 ai 


Ostatni wyraz tego równania, zawierający czynnik 4052, jest 
zero przy biegunach ziemi; w innych punktach powierzchni ziemi 
można ten wyraz zaniedbać, jeśli oscyllacye wahadła mają małą 


a + «= dz . В 
obszerność, albowiem wtedy czynnik T jest bardzo mały. Po znie- 
у ZE } 


TEORYA RUCHÓW WZGLĘDNYCH. [ДИ] 
sieniu rzeczonego wyrazu, równanie staje się całkowalne, i daje 
zaraz całkę 


1 dy — y da = — © wsLA(z? -|- 1?) а С 


w której С jest slateczną dowolną. 


Jeśli wahadło stożkowe tak było w ruch puszczone że po każdej 
oscyllacyi przystaje do pionowej AZ punktu zawieszenia, wtedy 
z= 0, y=0 zadość czynią równaniu; powinno zatem być С = 0. 
Przyjmując tę wartość dla statecznej С, zamieńmy spółrzędne 
prostokątne na biegunowe, za pomocą związków 


w == "1050, y= rwsłó, 0 =łuk sty” , 


w których r znaczy promień wodzący rzutu punktu M na płas- 
czyznie poziomej XAY, azaś 0 kąt promienia ^ z osią AX. Te 
wartości, podstawione w oslatnie równanie całkowane, przywodzą 
je do kształtu nie można prostszego 


g = — w WSłA; 
dt 


zkąd, całkując drugi raz, otrzymujemy 


0 = bo — оѓ wsta. 


Ten ważny wynik pokazuje że płasczyzna oscyllacyi wahadła 
obraca się jednostajnie około pionowej punktu zawieszenia, z pręd- 
kościę kątową «wstł, w stronę północ-wschód-południe-zachód 
jeśli miejsce obserwacyi znajduje się na półsferzu północnem, a 
w stronę przeciwną jeśli to miejsce jest na półsferzu południowem, 
z przyczyny czynnika wst który wtedy staje się odjemnym. Ale 
ten ruch jest pozorny, bo płasczyzna wahadła zostaje niezmienna, 
i tylko ziemia obraca się około linii biegunów w stronę przeciwną. 
Co się zaś tyczy prędkości kątowej, ona nie wyraża się dokładnie 
przez --wwstł, ani nie jest ściśle stała; bośmy znieśli wyraz 
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20 dosh. © który tylko przy biegunach jest zero. Więc, przy bie- 


gunach (ziemi ruch płasczyzny wahadła stożkowego jest zupełnie 
jednostajny, jakakolwiek jest obszerność oscyllacyj ; wszędzie indziej 
ten ruch jest tylko z przybliżeniem jednostajny, jeśli oscyllacye 
mają dostatecznie małą obszerność. 


Doświadczenia P. FovcauLr, wykonane w Panteonie w Paryżu, 
z wahadłem długości 61", w którem trwanie jednej oscyllacyi było 
około 8”, sprawdziły to znane zjawisko wahadła stożkowego, i nieza- 
przeczalnie potwierdziły ruch wirowy ziemi, 


Kończąc, powiemy jeszcze że równania różniczkowe ruchu wahadła 
stożkowego dają prędkość v? = v? -+ 29(z — zo), która się zgadza 
z prędkością otrzymaną jak gdyby ruch wahadła był samoisty. Go 
sprawdza zasadę sił żywych w ruchu względnym. 
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295. Niech będzie punkt materyalny M poruszający się pod dzia- 
łaniem siły P której kierunek przechodzi ciągle przez środek stały O. 
` Poprowadźmy przez ten środek trzy osie prostokątne, i nazwijmy 
w, y, z spółrzędne punktu М na końcu czasu £ Jakakolwiek jest 
ustawa wedle której siła P działa na punkt M mający massę m, 
jej składowe równoległe do osi spółrzędnych, jeśli uczynimy OM=r, 
wyrażą się przez 


pz, РУ, РУ, s 
i będzie 
m PE Pe Р Ëy Ву dz _ Р: 
ГИ @ == r" айр ' 
co daje 


Ztąd wywodzimy równania różniczkowe ruchu rzutów punktu M 
na płasczyznach £y, 22, yz, 


„Qy л 


208 Iga 0 

„da ода гап | 

ери W » ie 0, 
Фуу 


Yy — m 5 m M 
У аё de 
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Te trzy równania nie są oddzielne i każde z nich jest oczywiście 
następstwem dwóch innych. Zcałkowane, dają tesame całki pierwsze 
których zasada powierzchni dostarcza, i prowadzą do twierdzeń 
któreśmy dostatecznie wyszczególnili mówiąc o tej zasadzie (239). 
Nie potrzebujemy więc ich powtarzać. 


296. Wyznaczając punkt ruchomy M za pomocą spółrzędnych 
biegunowych na płasczyznie jego krążnej, można wyrazić pręd- 
kość v tego punktu w funkcyi samych tylko spółrzędnych, nieza- 
leżnie od czasu #1 dt. Jakoż, mamy 


+ dre 4-40 
OŚ EE 
dt 


? 

nadto zasada powierzchni daje 

уз do __ 4 
Яй 2 


między temi dwoma równaniami wyrugujmy dć, otrzymamy, 


1 1. dr” 
at a й). 


ОЕ А "OR 1 dr zaa 
A jeśli jeszcze będziemy uważali że diz = > znajdziemy 


ostatecznie ważną i bardzo prostą formułę tego rodzaju ruchu 


019] 
(1) 0 = тыл |. 


ү? 


Więc, gdy jest wiadoma krążna punktu ruchomego pod działa- 
niem siły środkowej, można mieć jego prędkość w każdem położe- 
niu w funkcyi samych spółrzędnych, niezależnie od czasu. 


Łatwo także otrzymać obie składowe tej prędkości, mające kieru- 
nek promienia wodzącego i kierunek prostopadły do tego promienia, 
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niezależnie od czasu £ i jego różniczki dt. Jakoż, wiemy już (241) że 


dr 
vdos i = ањ 
баа 
RC 
ale mamy do tego 
» 10 
„ad _ 


ста) 2 
więc, rugując dt, znajdujemy 


0 dosi = 


куз = >. 


Z ostatniego równania wynika Н 
vir Wst == 0, 


albo 


= 


nazywając p prostopadłę spuszczoną z początku О spółrzędnych па 
stycznę do krążnej w punkcie M. Formuła pokazuje że prędkość 
punktu materyalnego, w każdem jego położeniu, jest odwrotnie 
proporcyonalna dv tej prostopadłej p. 


297. „Mając prędkość punktu materyalnego M pod działaniem 
siły środkowej P, wyrażoną w funkcyi samych tylko spółrzędnych, 
można także wyrazić jego przyspieszenie w funkcyi samych spół- 
rzędnych, niezależnie od czasu £ i dt. Jakoż, weźmy płasczyznę 
krążnej punktu M za płasczyznę cy, i nazwijmy е przyspieszenie 
jakie mu siła poruszająca P nadaje. Trzeba uważać ilość œ jako 

MECHANIKA 29 
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dodatną albo ойјетпа według jak siła Р jest przyciągająca albo 
odpychająca, to jest według jak jej działanie ma kierunek MO 
albo OM. 


Przypuszczając siłę P przyciągającą i stosując równanie sił ży- 
„wych, mamy 


-5 #=—(® dz + ay) = — z (adx + ydy) 


ale równanie 
ejp=n 
daje 
212 + ydy = rdr; 


ztąd wynika ważny związek między o i v, 


AW 
(3) и deja +(2) | 


Owoż, zróżniczkujmy równanie (1), uważając 0 za zmiennę 
niezależną, będzie 


( eh drd? 3 
{май = — 22 poj / 
Gi ? Е + 249? /° 


jeśli podstawimy tę wartość w równanie (3), znajdziemy drugą 


ważną formułę 
L+) 
1 r 
my Т щ@/' 


Więc, gdy jest wiadoma krążna którą punkt materyalny opisuje 
pod działaniem siły środkowej, można wyznaczyć przyspieszenie 
jakie mu ta siła nadaje w każdem jego położeniu. Nawzajem jeśli, 
w ruchu który uważamy, jest znana ustawa wyrażająca przyspie- 
szenie punktu materyalnego, formuły (3) i (л) mogą służyć do wy- 
znaczenia krążnej tego punktu. 


(4) p= 
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298. RUCH WZGLEDNY DWÓCH PUNKTÓW MATERYALNYCH KTÓRE SIE 
NAWZAJEM PRZYCIĄGAJA ALBO ODPYCHAJA. Niech będą dwa punkta 
materyalne A i B w ruchu, poddane samym tylko działaniom 
równym i przeciwnym które na siebie nawzajem wywierają. Wy- 
obraźmy sobie że punkt B jest odniesiony do układu osi spółrzęd- 
nych które się poruszają równolegle do siebie samych, przechodząc 
ciągle przez punkt A, i szukajmy ruchu punktu B względem 
punktu A. Oznaczmy przez m i m massy punktów A i В, przez r 
ich odległość, a przez P natężenie siły wzajemnego działania ; na- 
koniec przez 2, у, з spółrzędne punktu В względem osi rucho- 
mych. Wiemy że w ruchu względnym przyspieszenie względne jest 
wynikową przyspieszenia rzeczywistego i dwóch przyspieszeń po- 
zornych, pochodzących od siły bezwładności i od siły odśrodkowej 
składanej. Owoż, 1° siłą rzeczywiście działającą na punkt В jest 
siła P wypływająca z punktu A; przypuszczając że punkt A przy- 
ciąga punkt В, składowe rzeczywistego PORA? punktu B 
wyrażają się przez 


20 Punkt B oddziaływa na punkt A; a że to oddziaływanie jest 


równe i wprost przeciwne działaniu, składowe jego przyspiesze- 
nia są : 


zatem składowe przyspieszenia, odpowiedającego sile bezwładności 
w ruchu uniesienia punktu B, wyrażają się przez 


> 
I 
чаш 


3° Ponieważ osie ruchome, w naszem zagadnieniu, mają tylko 
sam ruch przeniesienia, ich prędkość wirowania jest zero, to jest : 
р==0, q=0 r=0, i siła odśrodkowa składana nie istnieje; 
niema więc przyspieszenia odśrodkowego składanego. 
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To ustaliwszy, widzimy zaraz że równania różniczkowe ruchu 
względnego punktu В ва : 


m m ra 

фо. 1 1) Ру 

6) dż (i T =) ж? 
dz 1 1 z 

а ҮП (а тЫ 7) Fi 


Na samo spojrzenie na te równania, łatwo pojmujemy że ruch 
względny punktuB jest takiej samej natury jak ruch samoisty któryby 
ten punkt posiadał gdyby był poddany tej samej sile poruszającej P, 
wypływającej z pewnego środka stałego. I w samej rzeczy, jeśli 
przez ten środek poprowadzimy trzy osie prostokątne, i oznaczymy 
przez z, у, z spółrzędne punktu В, przez » jego odległość ed: po- 
czątku spółrzędnych, będziemy mieli, do wyznaczenia ruchu samo- 
istego punktu B, następujące równania różniczkowe 


dz Poz 
аё т т? 
WRP у 
de mr’ 
н Р.уд 
ї©@ m r 


Równania różniczkowe (5) ruchu względnego punktu В tem się 
tylko różnią od podobnych równań jego ruchu samoistego, że 
w nich czynnik stały zby zastępuje czynnik =й Więc 
całki tych dwóch układów równań różniczkowych otrzymują się jedną 
metodą i mają tę samą postać. Tym sposobem ruch względny dwóch 
punktów materyalnych, które się nawzajem przyciągają albo od- 
pychają, przywodzi się do ruchu samoistego, w którym punkt ma- 
teryalny jest przyciągany albo odpychany przez środek stały, z siłą 
różniącą się od wzajemnego działania samym tylko spółezynnikiem 
stałym. 
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RUCH PLANET OKOŁO SŁOŃCA. 


299. Baczna obserwacya i głębokie rozważanie ruchów ciał nie- 
bieskich, przez wiele wieków ciągle prowadzone, dały poznać 
ogólne tych ruchów ustawy, które posłużyły za podstawę zastoso- 
wań teoryj matematycznych do rozwoju umiejętności. Ale, żeby 
formuły Mechaniki rozumowej mogły się stosować do ruchu ciał 
‚ niebieskich, trzeba przypuścić że materya, stanowiąca te ciała 
podlega tym samym ustawom co ciała ziemskie. Owoż, jeśli a priori 
można wątpić czy ciała niebieskie posiadaja własności ciał ziem- 
skich, doskonała zgoda następstw tego przypuszczenia z naturalnemi 
zjawiskami jest dowodem a posteriori jego prawdziwości. Mamy 
więc, jeśli nie matematyczną pewność to przynajmniej dostateczną 
prawdopodobność, że ustawy materyalnego świata są powszechne. 


UsrawY KePLERA. Po wielu latach niezmordowanej a pracowitej 
obserwacyi, KEPLER znalazł że ruch planet około słońca odbywa się 
podług trzech następujących ustaw : 


1° Planety, w ruchu około słońca, przebiegają linie krzywe płaskie, 
a ich promienie wodzące, wyprowadzone ze środka słońca, opisują 
powierzchnie proporcyonalne do czasów. 


2° Te linie krzywe, czyli orbity planet, ва ellipsami których jedno 
z ognisk jest w środku słońca. 


3° Kwadraty czasów całkowitych obrotów planet około słońca 
są proporcyonalne do sześcianów wielkich osi orbit. 


Towarzysze planet (satellites) są względem swoich planet tem 
czem są planety względem słońca, i dlatego podlegają ustawom 
KEPLERA. 


. 


Komety podlegają także ustawom КЕргЕВА, a tem się tylko różnią 
od planet że ich orbity są bardzo wydłużone, tak że niektóre zdają 
się być parabolami. 

Chociaż ustawy KEPLERA są tylko przybliżone, ponieważ planety 
i słońce są tu uważane jako punkta materyalne mające odpowiedne 
massy tych ciał, nietrudno jednak, za pomocą nich, znaleźć ustawę 
wedle której działa siła poruszająca planetę; i nawzajem, znając 
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wyrażenie tej siły, łatwo otrzymać krążnę planety. Owoż, na mocy 
tego cośmy w poprzedzającym numerze wyłożyli, chcąc wyznaczyć 
ruch względny planety około słońca, można uważać środek cięż- 
kości słońca jako punkt nieruchomy w przestrzeni, mający jego 
massę, i szukać ruchu samoistego planety około tego punktu sta- 
łego, stosując wszystko cośmy o siłach środkowych powiedzieli. 
Tym sposobem podwójne zagadnienie, którego rozwiązaniem teraz 
się zajmiemy, znacznie się uproszcza. 

Wynika z pierwszej ustawy KEPLERA, stosownie do teoryi ruchu 
względnego, że siła względna poruszająca planetę jest ciągle skiero- 
wana ku środkowi słońca, jakakolwiek zresztą jest natura tej siły 
i ustawa jej działania. A ponieważ, wedle drugiej ustawy, krażna 
eliptyczna zwraca swoją wklęsłość ku słońcu, (ай wnieść należy 
że siła poruszająca planetę jest przyciągająca, albo mówiąc ściślej, 
działa jak gdyby przyciągała. Za pomocą drugiej ustawy KEPLERA 
będziemy mogli wyznaczyć natężenie siły poruszającej względnej, 
w każdem położeniu planety na jej krążnej elliptycznej. 

Niech będzie M planeta opisująca ellipsę ABA'A (fig. na str. 462), 
F położenie słońca którego środek ciężkości jest ogniskiem tej ellipsy, 
i AA'=2a oś wielka; jeśli weźmiemy prostę FI za oś biegunową, 
i oznaczymy przez r, 0 spółrzędne biegunowe planety M, przez 
а kąt АЕТ, równanie biegunowe ellipsy będzie 


ce al — е?) 
7-1 Е edos(6 — a)” 


r 


Ztąd wywodzimy 


dz! 
4__1-pedos(6 — a) i т edos(0—a) 
"ай e) de? T aa —e) ` 


Podstawiając te dwie wartości w formule (4), otrzymujemy przy- 
spieszenie ę z jakiem planeta przebiega ellipsę, 
A ЕА 


= 0)" 


с 


~ 


Ta wartość dodatna jasno pokazuje że ruch względny jakiejkol- 
wick planety około słońca jest skutkiem działania siły skierowanej 
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ku jego środkowi, i której wielkość zmienia się w stosunku odwrot- 
nym kwadratu odległości od tego środka. 

300. Jeśli 


2 


ENY. Р (a бане 
== Л, będzie == ае) 

Przyspieszenie е na jedność odległości od słońca jest jedno i to 
samo dla wszystkich planet. Jakoż, stateczna c wyraża powierzch- 
nię dwa razy większą od tej którą promień wodzący planety opisuje 
na płasczyznie jej krążnej, w jedności czasu ; jeśli więc nazwiemy T 
czas całkowitego obrotu planety około słońca, będzie 


5 CT = та? yı — e. 


Zatem 


3 
=! BAŁ. 
piip osi 


a б 
ДО jest ten sam 
dla wszystkich planet ; więc siła działająca na jedność massy każdej 
planety jest ta sama w tej samej odległości od słońca. 


Ale, podług trzeciej ustawy KEPLERA, stosunek 


To wszystko razem dowodzi że ruch względny planet jest skutkiem 
siły skierowanej ku środkowi słońca, proporcyonalnej do ich mass 
i w stosunku odwrotnym kwadratu odległości od tego środka. Ta 
siła zdaje się naturalnie pochodzić z działania materyi słońca na 
materyę planety, albo, jako się mówi, jest przyciąganiem planety 
przez słońce; a przynajmniej rzeczy się dzieją jak gdyby istotnie 
było przyciąganie. Jeśli do ciał niebieskich rozciągniemy jeszcze 
zasadę równości działania i oddziaływania, musimy przypuścić że 
nawzajem słońce jest przyciągane przez wszystkie planety, a następ- 
nie że planety i ich towarzysze przyciągają się zobopólnie między 
sobą i ze słońcem ; nakoniec że wszystkie cząsteczki składające te 
ciała przyciągają jedne drugie. Zogólniając to pojęcie, przychodzimy 
do powszechnej ustawy materyi : dwie cząsteczki materyalne przy- 
ciagają się proporcyonalnie do swych mass, i w stosunku odwrotnym 
kwadratu odległości. 


301. W założeniu przyciągania powszechnego, gdyby ciała niebies - 
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kie były dokładnie sferyczne, i złożone z warstew spółśrodkowych 
jednorodnych, działałyby jedne na drugie jak gdyby cała ich massa 
była zjednoczona w ich środku. Tak się rzeczy nie mają w Naturze; 
ciała niebieskie, jako ciała ziemskie, nie są zapewne ani sferyczne ani 
jednorodne; ale, z przyczyny wielkiej odległości ciał niebieskich 
` jednych od drugich w porównaniu z ich rozmiarami, można je 
uważać, z dostatecznem przybliżeniem, jako punkta materyalne, 
mające massy różne, które się przyciągają proporcyonalnie do tych 
mass i w stosunku odwrotnym kwadratów odległości. 

Przypuszczając massę M słońca i massę m planety jako skoncen- 
trowane w ich środkach ciężkości, jeśli nazwiemy / przyciąganie 
wzajemne dwóch jedności massy tych punktów, umieszczonych na 
jedność odległości, działanie zobopólne słońca i planety, położonych 
na odległość 7, wyrazi się przez 

{Mm 


7? 


Zatem przyspieszenie dla planety będzie ү a dla słońca са 


72 7%? 
i dla każdego z tych dwóch punktów będzie skierowane ku dru- 
giemu. Owoż, na mocy teoryi ruchu względnego dwóch punktów 
przyciągających się nawzajem (298), żeby wyznaczyć ruch względny 
planety około słońca, można wziąć słońce za punkt nieruchomy 
w przestrzeni, byle tylko przypuszczono że planeta porusza się pod 
działaniem siły która jej nadaje przyspieszenie równe summie 
ię -- ёр albo GM лт) 


2, ? 


i skierowane ku słońcu. 


Powyższe wyrażenie przyspieszenia planety nastręcza ważną 
uwagę. W ruchu względnym planety około słońca, znaleźliśmy dla 
аз 


przyspieszenia względnego ф wartość kr” z; na jedność odległo- 


ści; więc, porównywając dwa wyrażenia tego przyspieszenia, otrzy- 
mujemy 


А2 — AM 
rT +m). 
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biag Я GRĘ аз 7 

Owoż, równanie pokazuje że stosunek T zależący od massy m 
planety, musi się zmieniać od jednej do drugiej; bo inaczej trzebaby 
żeby wszystkie planety miały massy równe, co nie zdaje się prawdo - 
podobnem. Więc trzecia ustawa KEPLERA jest tylko przybliżona. Ale, 

Sł; ; s. т - GZW 
ponieważ KEPLER mógł wnieść z obserwacyi że stosunek T jest 
ten sam dla wszystkich planet, należy mniemać że wyraz fm jest 
małą cząstką sammy fM + fm, а temsamem massa jakiejkolwiek 
planety musi być bardzo mała w stosunku do massy słońca. 

302. Rozwiążemy teraz zagadnienie odwrotne poprzedzającego : 
Znaleźć ruch względny planety około słońca, które ją przyciąga 
proporcyonalnie do jej massy i w stosunku odwrotnym kwadratu od- 
ległości, 

Stawiając się w założeniu środka działania nieruchomego w przes- 
trzeni, nazwijmy -, przyspieszenie jakie on nadaje planecie; 


72 


tym sposobem mamy zaraz równania różniczkowe ruchu planety 


а Е ва JE ү 
dt? P3 аё m 


Zasada sił żywych i zasada powierzchni dają dwie całki pierwsze 


0a Ой — 4% r%d0* 
(1) DANE ZR 
> 19 
(2) R = с, 


bi с są dwie stateczne dowolne. 

Wyznacza się te stateczne przypuszczając że jest wiadome poło- 
żenie początkowe 7o, бу planety, i jej prędkość początkowa vo 
która czyni kąt i z przedłużeniem promienia wodzącego 7,; co daje 


2 3 
b = vw — 4 © = vro WSZ. 


o 


Ale, dla skrócenia, zachowamy jeszcze litery b i c. 
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Jeśli wyrugujemy dé między równaniami (4) i (2), znajdziemy 


edr? ү, е? 19 
ы n Т0 
albo 
(3) e(a>) 6209 
я 62 ар 
d? T е1 ТЫ 


To równanie szukanej krążnej można było otrzymać odrazu 


z formuły (3) numeru 297, kładąc w niej Ф = S 
Aby ułatwićż całkowanie, uczyńmy = z, będzie 
edz 


di z= Ek 
ET ра — сї? 


Uważając 40 za dodatne, widzimy że trzeba brać znak — albo + 
według jak r rośnie albo maleje. Jeśli więc przypuścimy że pla- 
neta oddala się od słońca, począwszy od położenia początkowego 
w którem »=»,, będzie dz < 0; wtedy trzeba wziąć 


= edz — (dz 
Е еа ye F e es pp 


Druga strona pokazuje że dwumian р? -be jest dodatny, bo 
inaczej 40 byłoby zawsze urojone. 


Zcałkujmy równanie, nazywając о statecznę dowolną, znajdziemy 


бї чөн PRE @, 
Тита 


zkąd 


(4) z = hfe +V бё dos(b — а). 
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Chociaż ta formuła została otrzymana w założeniu że 6 i r rosną 
zarazem, można łatwo okazać że ona jest ogólna, i stosuje się wtedy 
nawet gdy r maleje a 6 rośnie. I w samej rzeczy, w ostatnim 


przypadku jest а > 0; owoż, formuła (4) daje pochodnę 


е = — уче — о), 


która pokazuje że = zmienia znak, przechodząc przez zero za 


każdym razem gdy łuk 0 — х staje się wielownikiem z r; ta 
zmiana znaku odpowieda właśnie położeniom planety w których z 
przechodzi przez minimum albo maximum, to jest w których > 


przestaje rosnąć aby maleć albó przestaje maleć aby rosnąć. Więc 
formuła (4) jest ogólna. 


Podstawiając za z jego wartość = w formule (4); znajdujemy 


nakoniec 


@ 


(5) r= у 


1 ети: ти а 


równanie orbity którą planeta opisuje około słońca. Ta orbita jest 
zawsze linią stożkową; albowiem ogólne równanie stożkowych, 
odniesionych do jednego ogniska wziętego za biegun i do osi biegu- 
nowej czyniącej kąt « z osią ogniskową w stronę najbliższego 
wierzchołka, ma kształt 


Sou wiir бте 4 
1 +edos(6 — a)” 
pod którym się właśnie przedstawia równanie orbity planetowej. 


Więc ta orbita jest еШрѕа, parabola albo hiperbola według jak sta- 
teczna b jest odjemna, zero albo dodatna. Podstawiając za sta- 
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tecznę b jej wartość 02 — 26, widzimy łatwo że: 
70 


9 
jeśli <q Е, orbita jest еШрѕа 
A= 26 ; parabolą, 
2 ; 
zł > ZE hiperbolą. 


Z tem wszystkiem, uważajmy że rodzaj stożkowej którą planeta 
opisuje zależy jedynie od wielkości prędkości początkowej, a by- 
najmniej od jej kierunku. Tym sposobem, punkta materyalne rzu- 
cone w przestrzeń z jednego położenia, i z prędkościami równemi 
ale w różnych kierunkach, wszystkie przebiegałyby linie stożkowe 
tego samego rodzaju. 


Mając już krążnę punktu materyalnego, trzeba jeszcze, do zupeł- 
nego wyznaczenia ruchu, wyrazić spółrzędne r ið w funkcyi 
czasu /, aby znać położenie tego punktu w przestrzeni w każdej 
epoce danej. 


303. Zajmując się głównie planetami, będziemy najpierwej szukali 
spółrzędnych r i 6, w założeniu że krążna jest еШрѕа mającą 
jedno ognisko w środku słońca. Owoż, jeśli weźmiemy to ognisko 
za biegun, i oznaczymy przez 2a oś wielką, przez e excentrycz- 
ność, przez а kat jaki oś biegunowa. czyni z osią wielką w stronę 

` najbliższego wierzchołka, równanie biegunowe ellipsy będzie 


„шай 0) 
~ 1-Eedosf8 — a)” 

więc, wyrażając tosamość równania krążnej elliptycznej z obecnem, 
mamy 


e= pti, а-а) 
e 
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zatem 


4 


Te formuły wyznaczają krążnę planety w funkcyi ilości wiado- 
mych zagadnienia, i dają prędkość w każdem położeniu. 


Gdyby krążna planety mogła być kołem, wtedy byłoby e = 0, 

r=a, i temsamem =E, т == Я m? 2; więc planeta 
a а а 

miałaby ruch kołowy jednostajny, i byłaby рой działaniem siły 

dośrodkowej stałej. 

Rugując jedną z dwóch spółrzędnych r i 6 między równa- 
niami (4) i (2), otrzymuje się równanie które, zcałkowane, da zosta- 
јаса spółrzędnę w funkcyi czasu £; poczem, za pomocą tej funkcyi 
i równania krążnej, wywodzi się drugą spółrzędnę, także w funkcyi 
czasu г. Wyrugujmy najpierwej d0, znajdziemy zaraz 


W „ Op 
de rodzaj == b. 
zkąd 
dr 
BĘ А 
(5) ew + 2ш – ё 


Możnaby łatwo zcałkować to równanie zwyczajnym sposobem 
rachunku całkowego ; ale całka zawierałaby łuk koła i pierwiastnik 
algebryczny; taki kształt nie byłby dogodny do rachunku kata 0 
w funkcyi 4. Dla tej właśnie przyczyny wprowadzono nową zmiennę 
zamiast ». Żeby jasno określić użytek i znaczenie tej zmiennej 
posiłkowej, trzeba uważać że planeta opisująca ellipsę około słońca, 
które się znajduje w jednem z jej ognisk, jest najbliżej albo najdalej 
od niego gdy przechodzi przez jeden z wierzchołków tej ellipsy. 
Wierzchołek najbliższy słońca nazywa się perihelium a wierzchołek 
najdalszy aphelium. Widzimy więc dobrze że, we wszystkich poło- 
żeniach planety, promień wodzący » zmienia się od r = a(l — с) 
do r = a(l -+ е). Ztąd wynika że można położyć 


(7) r == a(t — c dosu). z 
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Podstawiając tę wartość w ostatnie równanie które daje dt, 
biorąc znak + i zastępując stateczne dowolne przez ich wartości 


b = — E ‚ È = ра(1 — e), otrzymujemy 


dt = a poż (1 — edosu)du. 
g 


Jeśli teraz, czyniąc dla skrócenia a poż ыа ; zcałkujemy 


równanie, będziemy mieli formułę 
(8) nt = и — e wstu. 


Nie przydaliśmy statecznej dowolnej, bo liczymy czas od chwili 
przejścia planety przez perihelium, w którem r=a(1 — e) і u= 0. 


Kat posiłkowy u łatwo się przedstawia geometrycznie. 


В! 


Jakoż, niech będzie M położenie planety na jej ellipsie; wykreślmy 
półkole na osi wielkiej АА’, i nazwijmy № punkt w którym ono 
przecina przedłużoną rzędnę МР; poprowadźmy nokoniec promień 
półkola ON = а i promień wodzący ЕМ =». Figura pokazuje że 


r= а — e. OP = а — ea dos AON. 


więc kat AON = u. 


Kąt u nazywa się dnomalig ezcenłryczną planety, a kat 0 — а jej 
anomalia prawdziwą. Obie anomalie przechodzą zarazem przez war- 
tości 0, т, 2л. 


Formuła (8) wyznacza u w funkcyi #; możnaby wyrugować u 
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między równaniami (7), (8), i otrzymać r w funkcyi £. Ale for- 
muła byłaby zawiła a przeto mało użyteczna w zastosowaniu. 


Takim samym sposobem jako wyżej znajduje się związek między 
anomalia prawdziwą 0 — «œ i anomalia excentryczną u. Jakoż, po- 
równawszy wartości » dane przez równanie ellipsy i formułę (7), 
тату · 


1 Eedosb — z) _ 1 — 00500 — a)” 


дай, uważając dwa ostatnie stosunki, wywodzimy 


(1—e)U-Hdosu) _ (1--e)(1—dosu) 
1-Edos(ó6 —a) 1 — dos(8 — a) ° 


i następnie 


21 1-Foe gu 
22 (0 а) m M sty. 
sty z (9 a) i z sty 9 


Więc, biorąc pierwiastek kwadratowy z tym samym znakiem, 
dlatego że obie anomalie są zarazem zero, otrzymujemy . 


(9) sty j (0— 2) = CAP A 


Czas Т całego obrotu planety wyprowadzi się z formuły 
nt = u — ewstu, jeśli w niej uczynimy и = 27; со daje 


(10) T=Ż"= фу н 
n e 


Nietrudno dojść wprost do tego wyniku; trzeba tylko podzielić 
powierzchnię ellipsy która ma za miarę та.аү1 — e, przez po- 
wierzchnię opisaną w jedności czasu przez promień wodzący, któ- 
rej miarą jest с Vaai — е). Iloraz da wartość znalezioną 

PAC p W үүт П ТИ ГЕК, ЖП __ lima 
wyżej. Możnaby z tej wartości wywieśdź także u = “үе ' 
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304. Excentryczność e orbit planetowych jest małym ułamkiem; 
największa, dla planety Mars, ma wartość pay, dla ziemi 


e = 0,01685318. Gdy excentryczność e jest dość mała żeby można 
zaniedbać jej potęgi wyższe od pierwszej, wtedy znalezione formuły 
znacznie się uproszczają. 


I tak, formuła nt = u — ewstu daje 
u=nt--ewst(nt -Lowstu)=n/-Lewslntdos(ewstu)-Hedosn/wst(ewslu); 


zkąd, zaniedbując potęgi е?, ©*..., wywodzimy przybliżoną wartość 
dla u w funkcyi czasu £, 


(11) u = nt -|- e wst(nt). 
! 
Jeśli teraz w formule » =a(l — ć dosu) zastąpimy и przez jego 
wartość przybliżoną, będzie 


== а — ае dos(nt + e wstné) 
= Q — u dosnt dos(e wstać) + ae wstnź wst(e wsln/). 


Zkąd, zaniedbując potęgi e, ©.., otrzymujemy przybliżoną 
wartość r 


(12) r ==ua(l — e dosnt). 


Zostaje nakoniec do wyznaczenia wartość 0 — а w funkcyi 
czasu £; aby ją znaleźć, bierzemy zasadę powierzchni 


149 = cdt == dt Vuafl — ©). 


Owoż, równanie ellipsy 


in all — е?) 41 — efa — edos(0 — a) | 
© A-Eedos(0 — a) 1 — ë dos(0 — а) я 


jeśli w niem zaniedbamy е?, daje 


r==a|1 — edos( — yl; 
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i następnie 
7? = 021 — 2e 105(0 — a) 7 


Podstawiając tę wartość w pierwszem równaniu w którem zanie- 
dbamy także e*, będzie 


do) 1 — 20 dos(6 — a) | = буа ==. 


а ГА 


Ztąd, całkując i oznaczając przez б statecznę dowolną, otrzy- 
mujemy 


0 — 2e wst(0 — a) = nt + С. 


Dla wyznaczenia statecznej б, uważajmy że, jeśli będziemy 
liczyli czas od chwili w której punkt przechodzi przez perihełium, 
powinno być zarazem £ = 0, 0 = а; co daje а = С. Zatem 


0 — a = nt + 2e wst(86 — a) 


albo 


0 — а= nt ++ 2e wst) nt + де wst(8 — o) |. 


Więc, zaniedbując e°, е?..., znajdujemy ostatecznie 


(13) 0 — а = nt + 2е wst(nt). 


305. Ruch planet nie jest jednostajny, bo ich prędkość, zależna 
od promienia wodzącego, zmienia się z nim ciągle, to rosnąc to 
malejąc. Ale można sobie wyobrazić planetę któraby, wychodząc 
z perihelium w tym samym czasie co planeta uważana, opisywała 
okrąg około słońca ruchem jednostajnym, mającym równanie 


R ао, 


т 
MECHANIKA. 30 
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Ta zmyślona planeta przechodzi przez aphelium razem z planetą 
; З 1 { , 
rzeczywistą, dlatego że = Т daje 6—a=r i r=a(l--2). 


Formuła (13) pokazuje że w pierwszej połowie obrotu około słońca 
planeta rzeczywista wyprzedza zmyśloną, ilościa kątową której war- 
tość przybliżona 2ewstnż jest dodatna. W drugiej połowie, prze-- 
ciwnie, planeta zmyślona wyprzedza rzeczywista; bo wtedy wartość 
2ewstni jest odjemna. Poczem, obie planety przychodzą razem 
do perihelium, i znowu ten sam ruch rozpoczynają. 


Ilość де wsl (пё) nazywa się równaniem środka. 


W przypadku ziemi, ruch pozorny zmyślonego słońca służy do 
wyznaczenia czasu średniego. Jakoż, aby poprawić niejednostajność 
pozornego ruchu słońca, i jego nierówność pochodzącą z nachyle- 
nia ekliptyki na płasczyznę równika, wyobrażono drugie słońce, 
mające ruch jednostajny na płasczyznie równika. To właśnie zmy- 
ślone słońce wskazuje czas średni. Cztery razy do roku czas średni 
zgadza się z czasem prawdziwym danym przez słońce rzeczywiste. 


306. ZAGADNIENIE KEPLERA. Przedmiotem tego zagadnienia jest 
wyznaczenie spółrzędnych biegunowych r, 6 planety w funkcyi 
czasu f. Ostatnie formuły rozwiązują wprawdzie zagadnienie; ale 
tylko z przybliżeniem, które przypuszcza excentryczność dostatecznie 
małą żeby można zaniedbać jej potęgi wyższe nad pierwszą. Są 
inne rozwiązania przybliżone; wskażemy treściwie jedno, aby dać 
tylko wyobrażenie o rzeczy której szczegóły należą do Astronomii. 

Otrzymaliśmy między r, 0, £ i zmienną posiłkową и trzy nastę- 
pujące formuły 


(7) r =a(l — edosu), 


(8) u= nt + ewstu, 


(9) sty 50 — о) = пж = : sty 5 


które łatwo dają wartości dla r, 0 i £ na każdą wartość zmiennej v. 
Ale, znając wartość u, żeby otrzymać za pomocą tych formuł 
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odpowiedające wartości spółrzędnych > i 6 w funkcyi czasu £, a 
głównie o to chodzi w astronomicznych zastosowaniach, trzebaby 
wykonywać bardzo mozolne rachunki. Dla uniknienia tej niedo- 
godności, starano się wyrazić wprost » i 8 w funkcyi 4, przez szc- 


regi rozwinięte na potęgi rosnące excentryczności e. Oto jakim 
sposobem : 


Wiadomo że funkcya z zmiennej z, wyznaczona przez równanie 
(1л) ‚ z= 2 4 ој) 
w którem f(z) jest ѓопксуа дапа і а parametrem mniejszym od 


jedności, rozwija się wedle potęg tego parametru na szereg nastę: 
pujacy, podany przez LAGRANGE'A (*) 


SAH 
RZA 
an dt а)" 
+ EIn da ШЫГ, 


Owoż, formułą (8) wchodzi do równania (14) jeśli uczynimy 
KEY GN, а=, Г (c) = wstać; 
więc, podstawiając te wartości w szeregu (15), znajdziemy rozwój 


zmiennej posiłkowej w wedle potęg rosnących excentryczności e. 
Dla skrócenia zachowamy jeszcze literę z, i będziemy mieli 


3 2 
u= Ф az узш m T3 g "02 + LIB dA stig | 1... 


en а"! 


zzz aA O 


Trzeba najpierwej wyrazić potęgi wstz za pomocą wstaw idos- 
"Law wielowników łuku z, i dopiero potem uskutecznić wskazane 


(*) Szereg LAGRANGE'A jest szczególnym przypadkiem daleko ogólniejsz ego 
Zobacz notę na końcu tomu. 
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różniczkowania. Wykonawzsy te rachunki i podstawienia, otrzyma 
się szukaną formułę 


EE е? ў Я 
u = nt + e wstnł -L 5 wst2nć -- 93 (3 wst 3né — wst nt) 


A 
+ 5% (2 wstinć — wst 2л) 
(16) < 


Р s5 (5%wstónćt — 8% wst 3nt -+ 2 wst nt) 


6 
p SZ (34wstónt — 26 wst4né -+ 5 wst2nt) --..... 


Mając zmiennę posiłkową u w funkcyi czasu £, nietrudno będzie, za 
pomocą formuł (7) i (9), znaleźć na każdą wartość £ odpowiedające 
wartości dla » i 0 — а, Jednakże jeszcze jest lepiej znać te ilości 
wyrażone bezpośrednio w funkcyi ż. Ale to należy już do dzieł 
specyalnych. 


307. Uważajmy teraz punkt materyalny opisujący parabolę, pod 
działaniem tej samej siły która porusza planety na ellipsach, i szu- 
kajmy w jakim on czasie przechodzi od perihelium, które jest 
wierzchołkiem paraboli, do położenia jakiegokolwiek na tej krzy- 
wej. Owoż, wiemy że, w przypadku krążnej parabolicznej b =0 


. 2 . Е . . . . 
i parametr р == 2, więc ta krążna i zasada powierzchni wyrażają 
и 


się przez równania 


>+ p 
БЕ -- dos(0 — о) 


Ztąd, rugując r, otrzymujemy 


эон р гв i i dłu każda w 
“=y! {1 F dos@ — a)? 
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Dla skrócenia połóżmy 6 — а = 2}, będzie 


р dy p s d 
== гү? = “ Ve SDB) z, 
2 р dosp 2 p (oriai dos?4 


Więc, całkując, mamy 


= р? ур + z ty 


albo 
p рб zd \ 1 A gl с, 
(17) [== ү“ jst : (6 — a) + 3 sty 5 6-2] 


Niema potrzeby przydawać żadnej statecznej, jeśli czas jest liczony 
od chwili w której punkt materyalny przechodzi przez wierzchołek 
paraboli ; bo wtedy powinno być zarazem ¿= 0 i 0 = а. 

Orbity komet, jakośmy juź powiedzieli, są ellipsami bardzo wy- 
dłużonemi, w których excentryczność jest prawie równa jedności ; 
można więc uważać te ellipsy za parabole i, w pierwszem przybli- 
żeniu, wyznaczać ruch komet za pomocą dwóch powyższych formuł. 


308. Wiemy nakoniec że punkt materyalny, pod działaniem tej 
samej siły środkowej która porusza planety i komety, nioże opisywać 
hiperbolę. W tym przypadku, wyrażając tosamość równania krążne 


e 


фов орава 


z równaniem biegunowem hiperboli 


а ale — 1) 
~ 1 edos — а)’ 


znajdujemy 


2 2 > 
1+$=e, 2—4 — 1); жай V=F. 
|) а 
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Nie będziemy szukali formuł ruchu hiperbolicznego, bo one nie 
mają dotąd zastosowania, . 


309. Gdysię uważa ruchy kilku planet , dla możebności porówny- 
wania, trzeba je koniecznie odnosić do trzech osi prostokątnych, 
poprowadzonych przez środek słońca О. Wtedy bierze się płas- 
czyznę ekliptyki za płaczyznę zy, i pół-oś dodatna OX przechodzącą 
przez znak barana (Aries). Niech będzie M planeta, której orbita 
NMS spotyka płasczyznę ekliptyki w dwóch punktach N i № naz- 
wanych węzłami planety. 


Kąt MOP = jest szerokością niebieską planety M, kąt POX=4 
jej długością, kat ХОХ =ę długością węzła №; kąt dwójścien- 
пу ОХХ = у nachyleniem płasczyzny orbity na płasczyznę eklip- 
tyki; punkt A perihelium planety, Каі ЛОМ = о. Katy о, y,ę, 
wyznaczające położenie orbity eliptycznej w przestrzeni, powinny 
być dane. Kąt МОА = 0 — с jest zawsze anomalia prawdziwą, 
1 ОМ==7. 


310. USTAWA CIĄŻENIA POWSZEGHNEGO. Oparliśmy Mechanikę rozu- 
mową na trzech fundamentalnych zasadach, które są : bezwładność 
materyi, równość działania i oddziaływania, niezależność skutków 
sił działających razem. Logiczne następstwa tych zasad, zastoso- 
wane do ciał niebieskich, doprowadziły nas do teorycznego dowo- 
dzenia ustaw które КЕргЕВ odkrył przez obserwacyę, i do wyzna- 
czenia siły której skutkiem jest ruch planet około słońca. Z ustaw 
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КЕРЬЕВА wyprowadził NEwroN ustawę powszechnego ciążenia czyli 
powszechnego przyciągania materyi. Ale dotąd піс stanowczo nie 
usprawiedliwiało przyjętych założeń, chyba tylko ich ciągła zgoda 
z naturalnemi zjawiskami. Otóż teraz właśnie przedstawia się spo- 
sobność sprawdzenia tych założeń, 


Jeśli ustawa powszechnego ciążenia jest prawdziwa, ciężkość ciał 
na powierzchni ziemi, szczególny przypadek tego ciążenia, powinna 
być uważana jako przyciąganie które cała massa ziemska wywiera 
na wszystkie punkta materyalne tych ciał. Za pomocą wahadła 
przekonano się że natężenie ciężkości, na różnych punktach po- 
wierzchni ziemi, zmienia się w stosunku odwrotnym kwadratu 
odległości od jej środka; wiadomo nadto że ciężkość jest propor- 
cyonalna do massy ciała a bynajmniej nie zależy od jego natury. 
Na tych dwóch własnościach ciężkości zasadza się też przyciąganie 
powszechne. 


Owoż, księżyc w swoim obrocie około ziemi podlega ustawom 
KEPLERA ; więc przyspieszenie 9, jakie mu nadaje siła wypływająca 
ze środka ziemi jako punktu w którymby cała jej massa była zjedno- 
czona, wyraża się przez 


Сга 1 
а е) 


Stateczna е, јако wiemy, znaczy powierzchnię dwa razy większą 
od tej która promień wodzący księżyca opisuje w jedności czasu ; 
zatem, nazywając T czas całkowitego obrotu księżyca około ziemi, 


9т?? 


będzie c= . Średnia odległość księżyca od ziemi wynosi 


około sześćdziesiąt promieni ziemskich; oznaczając przez R pro- 
mień ziemi mamy r = 60R. Nakoniec, ponieważ orbita księżycowa 
mało się różni od koła, można wziać e= 0 i a=». Jeśli więc 
podstawimy te wartości w powyższej formule, znajdziemy 


__ т?.60В 


күр 


Ale całkowity obrót księżyca około ziemi odbywa się w 2717813415; 
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biorąc liczbę okrągłą. Т = 39343.605, mamy ostatecznie 


__120m.40000000% 1 
(39343)  *(60)*' 


120r.110 000 000 
(39313)? 
jest prawie równa liczbie g; możemy więc wziąć 


Spółczynnik ma wartość przybliżoną 9,81 która 


zkąd 


Ten ważny wynik, otrzymany przez NEWTONA, jeśli nie daje zu- 
pełnego dowodu, to przynajmniej wskazuje mocną prawdopo- 
dobność że ustawa powszechnego ciążenia jest rzeczywistością ; i że. 
ciężkość na powierzchni ziemi jest skutkiem tego samego рглусіа- 
gania któremu księżyc ulega. To wszystko potwierdza prawdziwość 
przyjętych zasad Mechaniki rozumowej, tem więcej że błąd powyż- 
szego wyniku jest bardzo małoznaczny względnie do zaniedbanych 
różnych okoliczności. 


Widzieliśmy już że trzecia ustawa КЕРЬЕВА nie jest ściśle do- 
kładna, z przyczyny nierówności mass planet. Druga ustawa nie może 
być zupełnie prawdziwa, dlatego że planety działając nawzajem 
na siebie, na mocy ustawy powszechnego przyciągania, modyfikują 
koniecznie swoje ruchy. Owoż, znaleziono orbity elliptyczne planet, 
mając wzgląd na samą tylko siłę przyciągającą słońca która głównie 
porusza planety, a nie zważając w rachunku ich orbit na uboczne 
działania innych planet i ciał niebieskich. Te więc orbity nie mogą 
być dokładnemi ellipsami. Ale massy planet są tak małe a ciała 
niebieskie tak daleko jedne od drugich, że w istocie niewiele wpły- 
wają na zmianę orbit elliptycznych które obserwacya odkryła, 
Jednakże ten wzajemny wpływ planet na ich ruchy daje się oceniać, 
i jego wyrachowanie jest bardzo ważnym przedmiotem Mechaniki 
niebieskiej. 


311, MASSY PLANET. Można łatwo wyznaczyć stosunek massy pla- 
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nety do massy słońca gdy planeta ma towarzysza. Jakoż, niech 
będzie m massa planety, m' massa.jej towarzysza, M massa słońca; 
oznaczmy przez 2a, 2@ wielkie osie orbit planety i towarzysza, 
przez Т, Т' czasy całkowitych obrotów. Na mocy wiadomej for- * 
muły, mamy 


2 
= {М + m), 


h 2018 i 
a= = fm m); 


zkąd 


Wyjawszy księżyc, towarzysze mają massy bardzo małe względnie 
do odpowiedających planet; można więc zaniedbać m przy m, 
itak samo m przy M; co daje formułę 

т ат 
M GE 

Ti Т są wiadome przez obserwacyę; dość więc ‘tylko znać 
wartość przybliżoną stosunku 2, aby otrzymać, z podobnem przy- 
bliżeniem, massę planety w porównaniu do massy słońca. NEWTON 
znalazł tym sposobem że massa Jowisza do massy słońca jest w sto- 


1 а р 1 
1067 Otrzymano później metodą dokładniejszą 1076 dla _ 


tego stosunku. 


sunku 


312. Powyższa formuła nie może służyć do wyrachowania massy 
ziemi z dostatecznem przybliżeniem, dlatego że massa księżyca nie 
jest dość mała względem massy ziemi, ару ją zaniedbać bez znacz- 
nego błędu wolno było. Ale znaleziono dokładniejszy sposób wyzna- 
czenia massy ziemi, sposób jej tylko właściwy, który wynika ztąd 
że jest wiadome przyciąganie jakie ziemia wywiera na ciała leżące 
na jej powierzchni. To przyciąganie jest równe ciężkości powiększo- 
nej składową pionową siły odśrodkowej. Gdyby ziemia była dos- 
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konałą sferą massy m i promienia r, jej przyciąganie, działające 

na jedność massy ciała leżącego na powierzchni, wyraziłoby się 
fm 


przez С. Owoż, istnieje równoleżnik, mający szerokość geogra- 


Fa, „mac, ył 
ficzną A daną przez wstą = ү , na którym przyciąganie ziem- 
skie jest takie jak gdyby zieima była sferą promienia r = 6364551m; 


(w wyrachowaniu wartości » wzięto 290 na spłasczenie ziemi). 


Obserwacya dowodzi że na tym równoleżniku ciężkość jest 
g = 9™,79386, a składowa pionowa siły odśrodkowej wyraża się 
gaoh 2 у 


przez Ssg ~ 3° суа Jesli więc nazwiemy G przyciąganie ziem- 


skie, będzie 


2 
= = gm 2 \ = 9",81645. 
=9 526 г 27090479886 ( 1 52250 ) 


Ale mamy 
zkąd, rugując f, wynika 


Т, liczba sekund zawartych w jednym roku, jest wiadome, 
Т = 86400" x 365,256374 ; parallaxa słońca, odpowiedająca równo- 


leżnikowi wyznaczonemu przez wstą = т dla średniej od- 


ległości а, ma wartość 8",60; zatem r =asty(8',60), 
zkąd а = 23984». 


Podstawiając te wszystkie wartości, otrzymujemy 


M m 1 
— — 3504592 . e e 
а albo zr = 587599 
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Ztąd nietrudno wywieśdź stosunek gęstości słońca do gęstości 
ziemi. Jakoż, massa ciała równa się wieloczynowi jego objętości 
przez gęstość; a wiemy że średnica słońca jest 110 razy większa od 
średnicy ziemi; zatem stosunek objętości słońca i ziemi, równy sto- 
sunkowi sześcianów ich promieni, wyraża się przez 1103 = 1331000; 
jeśli więc podzielimy przez 1331000 stosunek mass tych dwóch ciał 


dany liczbą 354592, znajdziemy iloraz blizko 1 który będzie sto- 
ч 1 
sunkiem gęstości słońca do gęstości ziemi. 


Można także, za pomocą już wiadomych formuł, wyprowadzić 
z tego co poprzedza ciężkość na powierzchni słońca. Wiemy :albo- 
wiem że, nazywając R i r średnie promienie słońca i ziemi, przy- 
ciągania jakie te dwa ciała wywierają na jedność massy ciał leżących 
na ich powierzchniach, wyrażają się przez 


Zatem, pierwsze przyciąganie wyrażone przez drugie ma wartość 
przybliżoną 


7? M 
G RZ” m, . 
Jeśli podstawimy wartości кл yny 354592, 1 wyko- 
R 110 m 4 


namy rachunek, znajdziemy że szukana ciężkość jest prawie ró- 
wna 29G. Więc, zaniedbując siłę odśrodkową która jest mała na 
powierzchni słońca, bo ruch wirawy słońca odbywa się w 254,34, 
widzimy że ciężkość na słońcu jest prawie 29 razy większa od cięż- 
kości na ziemi. То pokazuje że ciało upuszczone na powierzchnię 
słońca przebiega około 144 metrów w pierwszej sekundzie, gdy 
tymczasem na powierzchni ziemi ciało upuszczone przebiega 4™,90 
w pierwszej sekundzie upadku. 


313. Znając massę ziemi, łatwo wyznaczyć massę planety jakiej- 
kolwiek. Jakoż, niech będzie m’ massa planety, m i M massy 
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ziemi i słońca. Mamy 


hr2a'3 i Н п. 
A ШЫ EIA 


Jeśli wyrugujemy f będziemy mieli formułę 


| hral sęgęfM Moto reg i m 
=== 07 (+ r) ma; (354502 4-7 ) 


która daje 20 
m 


KAWeNDisz (Cavendish) z doświadczenia, w którem przyciąganie 
sfery ołowianej sprawiało pewne oscyllacye wiadomego trwania, . 
wniósł że gęstość ziemi równa się 54 razy gęstości wody. Mając 
gęstość ziemi z dostatecznem przybliżeniem, wyznacza się zaraz 
massę ziemi, a następnie massę innych planet i massę słońca. 


Można jeszcze wyznaczać massy planet oceniając dokładnie ich 
wpływ na ruch innych planet. Zjawisko przypływu i odpływu 
morza, na które księżyc przeważnie działa, dało massę księżyca 


, 1 ЖИ 
równą 58 massy лет. 


814. WPŁYW CIAŁ NIEBIESKICH NA CIĘŻAR CIAŁ ZIEMSKICH. Słońce 
i księżyc, jakośmy już widzieli, wpływają bardzo mało na ciężar 
ciał ziemskich; a wpływ planet i innych ciał niebieskich jest daleko 
mniejszy. Aby się о tem jeszcze lepiej przekonać, niech będzie A 
ciało niebieskie jakiekolwiek, mające massę ř i odległość a od 
środka ziemi Z; uważajmy przyciąganie jakie ono wywiera na 
punkt M ziemi, mający massę „ i odległość » od jej środka. To 
przyciąganie jest oczywiście największe możebne gdy punkt M. 
znajduje się między A i Z. Przypuszczając massę ж zjednoczoną 
około punktu A, działanie ciała A na punkt materyalny M ma 


1 
: т ‚ ‚ б 5 
za miarę z p „a zatem nadaje mu przyspieszenie wyrażaone 
przez f Ale ciało A nadaje także środkowi ziemi Z 


(a — ғ) 
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r 
fm 


przyspieszenie w więc różnica tych dwóch przyspieszeń, sta- 


nowiąca zmianę ciężkości odpowiedającej punktowi materyalne- 
mu M, równa się 


1 1 ке? ‚ дар т2 __ 
Дра aj а = 


Owoż, wiemy że przyciąganie G jakie massa m ziemi wywiera па 
punkta leżące na powierzchni, wyraża się przez 


więc zmiana ciężkości ciał ziemskich, w stosunku do całego /przy- 
ciągania G, jest 


mor lar — tp 
m a (a — т)?” 
т! 
Jeśli ciałem A jest księżyc, będzie n 


zatem 


{ , 
Przypuszczając że ciałem A jest słońce, mamy m = 354592 


i 22 23984; zatem 


ЖШ 354592 2.23984 — 1 354592 2 @ 
- 1239842 239832 "23984 239832 9 — 10% 


'Te-dwa przyspieszenia, wtedy nawet gdy się dodają, czynią wy- 


nikowę mniejszą od TG . To dowodzi że działania księżyca i 


słońca razem sprawiają bardzo małą zmianę w ciężkości ciał 
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ziemskich. Ale te działania, nieocenialne prostą obserwacyą, prze- 
ważnie czuć się daja w przypływie i odpływie wód morskich którego 
są istotną przyczyną. I w samej rzeczy, jeśli punkt materyalny M 
jest cząstką płynną oceanu, ta cząstka ruchoma, doznając przycią- 
gania od ciała A, słońca albo księżyca albo obydwóch razem, ulega 
temu działaniu i idzie ku ciału A. 


Punkt materyalny M, średnicowo przeciwległy punktowi M, 
ma za przyspieszenie względne 


‚То przyspieszenie jest odjemne, i oddala względnie cząstkę М' od 
ciała A. Gdy działania księżyca i słońca dodają się, przyciąganie 
jakiego doznają cząstki płynne jest największe możebne; wtedy 
wody oceanu wznoszą się najwyżej, i ich przypływ do brzegów 
sprawia wezbranie największe jakie w danem miejscu zdarzać się 
może.. 


7. tego cośmy powiedzieli, o wpływie księżyca i słońca na ciężkość 
ciał ziemskich, pojmuje się łatwo że wpływ planet, dla małości 
ich mass i wielkiej odległości, a wpływ innych ciał niebieskich, 
z przyczyny ich niezmiernej odległości od ziemi, może być uważany 
za żaden. 


Zakończymy rożdział o siłach PARROT IGE następującemi przy- 
kładami. 


` 815, ZAGADNIENIE |. Znaleźć krzywe jaką opisuje punkt materyalny 
poil działaniem siły skierowanej ku środkowi stałemu, i proporcyonal- 
nej do a Ly od tego środka. 


Oznaczając pizez о przyspieszenie, i przez r odległość punktu 
tuchomego od środka przez który ciągle przechodzi siła poruszająca, 
mamy = р”; zatem, jeśli przypuścimy że ta siła jest przycią- 
gająca, równania różniczkowe ruchu będą 


JĄ dx Ф 
(1) a= A dż = — HY: 
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Zmienne 2 i у są oddzielone, i każde z dwóch równań linijnych 

łatwo się całkuje. Wykonywając rachunek, mamy równania ruchu 
punktu uważanego 


2 = А dost үр -+ A’ wstć үр 


у= В 1057 Va. -|- В' wstt үр | 


Cztery stateczne dowolne А, А’ i B,:B' wyznaczają się, jako 
zwykle, za pomocą danego stanu początkowego w którym się punkt 
ruchomy znajduje, to jest za pomocą wiadomego położenia i wiado- 
mej prędkości tego punktu na początku: czasu t. Aby otrzymać 
wartości tych statecznych, bierzemy pochodne spółrzędnych 2 i у 
względem czasu £; со dostarczą dwóch potrzebnych równań 


= —А Vu "wst / Vu + Ay Vu ибну 


ша = — В yp wstć Vp -F B' Vu dosć u, 


które wyrażają składowe prędkości Шш ruchomego w uj! 
czasu £. 


Uczyńmy teraz é= 0, będzie 


Więc A i В są spółrzędnemi punktu wyjścia, zaś А" Ve i B Ve 
składowemi prędkości początkowej | 


‘Równania (2) pokazują że ruch uważanego punktu jest obrotowy 
| 1 үөү! CI д 
okresowy; albowiem, gdy czas powiększa się ilością —=,. spół- 


VE. 
rzędne z i у biorą na powrót te same wartości. 
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Wyrugujmy teraz zmiennę # będziemy mieli równanie krążnej. 
Owoż, z równań (2) wyciągamy . 


Ay — Be =(AB' — ВА!) wstt Vu, 
Br — A'y = (AB' — BA’) dost Vu; 
więc, podnosząc do kwadratu i dodając, znajdujemy równanie krążnej 
(4) (Ay — Bx)? + (Ay — B'2)? = (AB — БА”) 
Ta linia jest stożkową mającą środek w początku spółrzędnych, 
a przeto nie jest parabolą; nie jest też hiperbolą, bo, czyniąc 
у == mz, 
otrzymujemy równanie 
(Am — B)?a? - (A'm — B')%a? = (АВ — ВА”), 
które, łącznie z ostatniem, pokazuje że spółrzędne z i y nie mogą 


rość nieograniczenie. Więc krążna jest OGÓLNIE ELLIPSĄ; CO się 
zresztą łatwo rozpoznaje rozwijając dwa zmienne kwadraty. 


Jeśli AB' — ВА' = 0, krężna jest linią prostą. 


Jakoż, w tym przypadku musi być zarazem 
Ay—Br=0 i Ay—Bz=l. 


Ale te dwa równania wyrażają tę samą linię prostą ; bo, na mocy 
‚ założenia, spółczynniki А’ i В, proporcyonalne do składowych 
prędkości początkowej,.są proporcyonalne do spółrzędnych A і В 
punkta wyjścia. 


W ogólności więc punkt materyalmy, rzucony w przestrzeń pòd 
działaniem siły która go przyciąga do środka stałego proporcyonal- 
nie do odległości, opisuje ellipsę mającą środek w tym «środku przy- 
ciągania; gdy tymczasem w naturze ognisko ellipsy, którą punkt 
materyalny opisuje pod działaniem przyciągania w stosunku odwrot- 
nym kwadratu odległości, jest w środku przyciągającym. 
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Jeśli ę= — р”, to jest, jeśli ‘siła „poruszająca punkt materyalny 
jest odpychająca, wtedy równania różniczkowe ruchu są 


GB ИО Фу __ 
аР тин»! т у 


Gałkując te dwa równania linijne, wiadomym sposobem, znajdu- 
jemy równania ruchu punktu uważanego, 


ол-еНд а т? A'e Tie 
муве aigan ир, 


По. wyznaczenia czterech statecznych dowoliych, mamy роз 
chodne 


dz. A , 
r AVE е 7 e 
= ФЕ ево 


Uczyńmy teraz £= 0, bedien mieli cziery równania które 
wyznaczają stan początkowy, 


RAY Yo ==.B + В, 
клан ун SU) аша зур 
dt Jo T A 
Aby mieć krążnę,* równań (5) wyciągamy najpierwej 
Ay — Be =(AB' — BAe” > 


(Bid Aiye pizzy IE 


МЕЌНАМІКА. у 81 


482 ROZDZIAŁ VI. 


poczem, mnożąc завад otrzymujemy 
(6) Ау во) (В '— Ay) = (Ав — ВА? 


То równanie przedstawia hiperbolę której środkiem jest początek 
spółrzędnych, i niemaltycznemi dwie proste dane przez równania 


Ay—Br=0), . B'z Ау 0. 


Jeśli AB' — ВА! = 0, hiperbola przywodzi się do dwóch nie- 
maltycznych. Więc w ogólności, gdy siła poruszająca punkt mate- 
ryalny odpycha go proporcyonalnie do odległości, ten punkt prze- 
biega gałąź hiperboli ruchem niepowrotnym. 


316. Rozwiążmy teraz ZAGADNIENIE ODWROTNE, Punkt mater yalny 
opisuje ellipsę. pod działaniem siły skierowanej ku jej śr ойош ; Ina- 
leźć wyrażenie tej siły, 


Niech będą 2a i 2%. wielka i mała oś opisanej ellipsy; jeśli 


weźmiemy środek tej krzywej za biegun spółrzędnych, i oś wielką 
za oś biegunową, równanie biegunowe ellipsy będzie 


„ 0089. , wsi208 21 
4 = 0, ZE ) 
(1) a b* pa? 


ткай, różniczkując, otrzymujemy 


= p — | чево 0. 


Owoż, równanie ellipsy daje 


аду? 
1 1 asza АЙЛ? 
(> pasz i 


jeśli więc, między temi dwoma równaniami i poprzedzajacem, wy» 
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rugujemy” 0,' będzie 


Podstawmy tę wartość w formule (3) numeru 297, znajdziemy 


2 pm 2 2 
5 айба"; 
РАТЕ ek * 


Кай, wykonywając różniczkowanić, otrzymiujemy ńakoniec 
‚эйе ; 
Е azja 


Więc w ruchu, którym się zajmujemy, siła wypływająca ze środka 
ellipsy jest proporcyonalna do odległości od tego środka, i jest 
przyciągająca ponieważ i ma wartość dodatną. 


Gdyby punkt inśtefykkky opisywał hipetbolę pòd а an ję siły 


przechodzącej przez jej środek, postępując jako wyżej, znaiezionoby 
że ta siła jest чен, 


317. Znaleźć krążnę уай opisuje punkt meteryalny, przyciągany 
przez środek staty w stosunku odwrotnym sześcianu odległości. 


Mamy =. Podstawiając tę wartość w formule (3) nu- 


meru 297, otrzymujemy zaraz równanie różniczkowe krążnej 


Zkąd 
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Ilości c i 6 wyrażają dwie stateczne dowolne które się wy- 
znacza mając dany slan początkowy punktu materyalnego ; ich 


wartości są _ vyowsti, б 002 E ; 
А To 
Uczyńmy teraz -= 2, równanie różniczkowe krążnej weźmie 
> 
kształt prosty 
= — b 
1 PE OZ 
A) т ЖТ c? 


Spółczynnik ilości 22 może być dodatny, odjemny, albo zero. 
Te trzy przypadki powinny być koniecznie odróżnione w całkowa- 
niu, dlatego że dają wyniki zupełnie różne. 


Zaczynając od pierwszego przypadku, mamy 


(2 — Ë — p у 
1° = > 0; możemy położyć z FE 0 
DA aa doti -- n? 
zatem a o E 
| є @° е? To” 


Te wartości przekształcają równanie (1) na następujące 


d2 _ doi+ n? ( nrz? ү 


407 ИН - 0007 F 
jeśli więc uczynimy ЗЕ = е е ас będziemy mieli ostatecznie 


Mda. 


‘ndo > =), 
VM — k?z? 


Trzeba wziąć żnak — albo- , według jak promień wodzący r 
rośnie albo maleje gdy się 8 GK Biorąc znak — i całkując, 
znajdujemy - 


nð = łuk doskz + a. 


х Wyraża statecznę dowolną EMR się wyznacza przez warunek 
0=01 у == 
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Ztąd wynika w kształcie skończonym równanie krążnej 


ә) еъ ИШДЕН 

© "= dos(n0 — a) 

Ta formuła jest ogólna, chociaż otrzymaliśmy ją biorąc T < 0, 
"o jest zakładając że 0 i r rosną zarazem. Jakoż, różniczkując 
równanie (2), widzimy że pochodna 


d.t 
2 


"ТТТ пзуз\(10 — a) 


zmienia znak przechodząc przez zero; co odpowieda wartości mi- 
nimum albo maximum dla =, to jest wartości od której poczy- 


nając, » przestaje rosnąć aby maleć albo przestaje maleć aby 
rosnąć. Więc formuła (2) daje położenie puńktu ruchomego nie- 
tylko kiedy 8 i r rosną zarazem, ale i wtedy kiedy. Ө rośnie 
a r maleje albo na odwrot; eo dowodzi ogólności tej formuły. 


Równanie krążnej pokazuje że wartość r = k, odpowiedająca 


к . 54% 
wartości . 0 = > , jest minimum. 
Owoż, 
o=: ` daje dos(n8 — a) = dosne; 
n 


więc krążna jest symetryczna względem kierunku promienia wo- 
dzącego minimum. 


Promień r staje się nieskończenie wielkim, gdy 


dos(n8 — a) = 0, 2ай 209 — « = z) 


jest najmniejszą wartością łuku n0 ~- œ jaka zadość czyni 


OEI 
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atir 


RE |. эф a 25, LE) [4 
równości. To dowodzi że, gdy 6 rośnie odd = do А 
n 


n 
r rośnie od k do >о; więc krążna ma gałąź nieskończenie wielką, 


TaT 


* . a ' . . А 
leżąca уу kacie.. wy оаа „niemaltyczna tej gałęzi jest ró- 


j А R ; ; uak p 
wnoległa do drugiego ramienia kata, i naodległość = ` od; niego. 
D n 


Jest druga gałąź nieskończenie wielka i druga niemaltyczna, 
obie symetryczne do pierwszych ор kierunku promienia 
wodzącego minimum. 


Wyraźmy teraz spółrzędne punktu ruchomego w funkcyi czasu £. 
Zasada powierzchni, jeśli аа r przez jego wartość w IMĘ 
суі 8,” daje 


Sak) 
dosne — a) (86 


Jeśli zcałkujemy to równanie, wyznaczając statecznę dowolną 
przez warunek t=0 i 0= 0, otrzymamy 


р (n0 — о) J+ siya =) 


A jeśli jeszcze obierzemy za oś biegunową kierunek promienia 


-„wodzącego minimum, będzie оа = 0, i formuła weźmie kształt 
prosty 


i cnt 
(3) ; stynQ = a" 


Ta wartość Sao w równaniu (2) dije 


Tm >. 


(1) 


._ Równania (3) i (4) wskazują w „każdej chwili położenie punktu 
ruchomego na jego krążnej, 
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„ @— Ap е — А pon ajguHb 
2 2 E<0; połóżmy = Р —— n?e, і uważajmy że > 
może być dodatne, albo odjemne, a nawet zero. Przypuszczając 


że a "ie jest zero, mamy równanie różniczkowe 'krążnej 


(5) а=. 
WEZ” 


Trzeba wziąć znak + albo — , według jak 


33 |= 


zmienia się w tym 


samym sensie со 6 albo w sensie przeciwnym. Zcałkujmy równanie 
biorąc znak ~ , będzie 


nz +V 2 + п22°. 
n0 = LE = O; 
a 


ar 


siateczna a wyznaczy się przez warunek 0 = 0 i z= А 
ë * 0 


Ztąd, przechodząc do liczb, otrzymujemy 


ае" = nz -- uż + nfz”; 


ale powinno być także 


бе—"@ б 
m же 2 + nz — nz; 


z tych dwóch równań wyprowadzamy równanie krążnej 


(6) A == Кык! «kd 


aem ЖИЙ е" 
ас? 


Gdyby całkowano równanie (5) biorąc znak -—, znalezionoby 
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drugie równanie 


b 
ae—"0 —— 5 ero 
ас“ 


które się wywodzi z пеев p zamianę 0 na — 0; więc 
pierwsze jest ogólne. | 


Wartości statecznych a i b wyrażają się po prostu w funkcyi 


liczby n i dotz. Jakoż, wiemy że c= топові, aru =n”; zatem 


„б.о? pa doti — n, y Я аи, 


еў ro CT 02 , б Ф 


Podstawiając te wartości w równaniu (6), mamy 


дт 


(7) йл (n -+ досе -H (n — dott)e—r6" 


Widzimy łatwo że krążna jest ogólnie spiralną która ma początek 
spółrzędnych za punkt niemaltyczny. Możnaby, dyskutując równanie, 
znaleźć różne spiralne ; ograniczymy się na przypadku szczególnym 
w którym 012 =0. W tem założeniu równanie krążnej bierze 
kształt prosty 


ph Dyś © 
~ еп) -L е—пў? 


i przedstawia spiralnę symetryczną względem osi biegunowej, któ- 

rej dwie gałęzie mają biegun spółrzędnych za punkt niemaltyczny. 

Dobrze jest uważać że punkt ruchomy dochodzi do lego bieguna 

w czasie skończonym. Aby się o tem przekonać, wyraźmy promień 

wodzący » w fuńkcyi czasu #. W tym celu, dość jest wyrugować 

dð między równaniem 2°@0 == edt i równaniem (5), podstawiając 
b 


ушей e= vro i —=— —,; cozaraz daje « 
с“ ғо ч 
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zkąd, biorąc znak — , wynika 
Vr 2 = тоц - albo r == ү? — nwel. 
Nie przydaliśmy statecznej dowolnej, bo powinno być zarazem 
=0 1 rE ro АГ : 
3 igi А Р { Т yg Т, 
Owoż, r maleje od 7, aż do 0, w miarę jak ż zbliża się do — ; 
| пр 
więc punkt ruchomy dochodzi do bieguna na końcu tego czasu. 


` 


Zastrzegliśmy całkując równanie (5) że — nie jest zero; zaj- 
j 78 I 


mijmy się teraz tym szczególnym przypadkiem, który zasługuje na 
uwagę dlatego że równanie krążnej ma tylko jedną ilość wykładni- 
czą i przedstawia spiralnę logarytmiczną. W samej rzeczy, przy- 


h 05 
puszczając А == BRO 


> ет тату doti =-E n, i ró- 
0 


wnanie (7) staje się 
“х= 06—90 аро == үе". 


Te dwa wyniki otrzymują się wprost i ogólnie z równania 
różniczkowego (5) które daje odrazu 


= ==, | 
zkąd 
E= ngi Lt 
albo 
(9) 1 zł 


Owoż, biorąc pochodnę 


EE абр 
аб ор en Е 
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znajdujemy 


Ten stosunek, mający wartość stałą, dowodzi że” styczna do 
„krążnej, w każdym punkcie, czyni z promieniem wodzącym kąt 
stały; ; co jest właśnie сесһијаса własnością spiralnej logarytmicznej. 


л а= А R 0 
3° Przypuśćmy nakoniec = E—=0; równanie różniczkowe (1) 


staje się ` 
-Ztąd wynika równanie krążnej 


н кы Ой 
(10) ża 1 = Odotż 


‚ Та linia jest. spiralną hiperboliczną. 


Znając krążnę punktu ruchomego, szukajmy jeszcze ustawy ruchu 
na tej linii. Podstawiajac wartość r w równaniu 2?00 = cdt, 
mamy i 


70210 m 
ASFOdGE cdt. 

Ztąd, całkując i wyznaczając statecznę ` dowolną przez warunek 
t=0, 0—0, otrzymujemy 


— ró | l 
—— = doti — Tę; 
Т-К. L + ЧУА, 
więc ostatecznie. 
(11) ! „з= vé wst: 


-a ro — Vot йоз 
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Jeśli podstawimy ostatnią wartość w formule (10), będzie 


(12) п то — wf dosi. i 
Jakikolwiek jest kąt 7, ostry albo rozwarty, gdy łuk 0 rośnie albo 
maleje do + =o, promień wodzący > maleje aż do zera; wtedy 
punkt ruchomy dąży do bieguna i dochodzi do niego w czasie skoń- 
czonym {= р ten czas jest dodatny albo odjemny, według 
% dosi . | 
jak kąt ż jest ostry albo rozwarty. 
Jeśli kąt ż jest prosty, wtedy == i 06= Ш з. krążna jest 


» 
0 


'kołem i ruch jednostajny. Со być powinno, ponieważ w tem 
: przypuszczeniu siła poruszająca staje się siłą dośrodkową 
а | i е 
йй == тюш [н | 
To 70 
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ZASADA PRĘDKOŚCI PRZYSPOSOBIONYCH, ALBO TWIERDZENIE 
PRAGY PRZYSPOSOBIONEJ. 


318. Niech będzie jakikolwiek układ punktów materyalnych, 
poddanych działaniu sił jakichkolwiek, Przypuśćmy że każdy z tych 
punktów został „przeniesiony, zgadnie z ustawą istnienia układu, 
z położenia które zajmuje na położenie nieskończenie sąsiednie 
jakiekolwiek; nazywa się prędkością przysposobioną (WIRTUALNA) 
punktu linia prosta łącząca jego pierwsze położenie z drugiem; 
albo lepiej, nazywa się przemieszczeniem przysposobionem nieskoń- 
czenie małe przemieszczenie dane temu punktowi, zgodne z ustawą 
układu. 


To przemieszczenie dlatego się nazywa przysposobionem że ma 
miejsce w ruchu idealnym, który się daje układowi niezależnie od 
sił działających i od czasu. Dla odróżnienia, oznacza się przez д 
przemieszczenia przysposobione, które są niezależne od czasu, zacho- 
wując nolacyę różniczkową d dla przemieszczeń rzeczywistych, 
wziętych w czasie dt. 


Nazywa się pracą przysposobiona siły, praca nieskończenie 
mała, odpowiedająca przemieszczeniu przysposobionemu д8 jej 
punktu przyłożenia. Ta idealna praca wyraża się przez wieloczyn 
Pósdos(P, ós)(*), który ją odróżnia od pracy rzeczywistej Pdsdos(P,ds), 
odpowiedającej istotnemu , nieskończenie małemu przemieszczeniu 
ds punktu przyłożenia siły. 


Twierdzenia któreśmy dali w teoryi pracy siły stosują się oczy- 
wiście do pracy przysposobionej; dość więc będzie je wysłowić. 


() Теп wieloczyn nazywano dawniej momentem wirtualnym 
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ZASADA PRĘDKOŚCI PRZYSPOSOBIONYCH, ALBO TWIERDZENIE 
À PRACY PRZYSPOSOBIONEJ. 


318. Niech będzie jakikolwiek układ punktów materyalnych, 
poddanych działaniu sił jakichkolwiek. Przypuśćmy że każdy z tych 
punktów został „przeniesiony, zgodnie z ustawą istnienia układu, 
z położenia które zajmuje na położenie nieskończenie sąsiednie 
jakiekolwiek; nazywa się prędkością przysposobioną (WIRTUALNA) 
punktu linia prosta łącząca jego pierwsze położenie z drugiem:; 
albo lepiej, nazywa się przemieszczeniem przysposobionem nieskoń- 
czenie małe przemieszczenie dane temu punktowi, zgodne z ustawą 
układu. 


To przemieszczenie dlatego się nazywa przysposobionem że ma 
miejsce w ruchu idealnym, który się dajć układowi niezależnie od 
sił działających iod czasu. Dla odróżnienia, oznacza się przez $ 
przemieszczenia przysposobione, które są niezależne od czasu, zacho- 
wując nolacyę różniczkową d dla przemieszczeń rzeczywistych, 
wziętych w czasie dt. 


Nazywa się praca przysposobiona siły, praca nieskończenie 
mała, odpowiedająca przemieszczeniu przysposobionemu ðs jej 
punktu przyłożenia. Ta idealna praca wyraża się przez wieloczyn 
Pósdos(P, 6s)(*), który ją odróżnia od pracy rzeczywistej Pdsdos(P,ds), 
odpowiedającej istotnemu , nieskończenie małemu przemieszczeniu 
ds punktu przyłożenia siły. 


Twierdzenia któreśmy dali w teoryi pracy siły stosują się oczy- 
wiście do pracy przysposobionej ; dość więc będzie je wysłowić. 


() Ten wieloczyn nazywano dawniej momentem wirtualnym 
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~ 819. "TWIERDZENIE. Praca przysposobiona wynikowej sił tlukolwiek 
` Test równa summie ich prac 24 zysposobionych 


ОАО, 55) = zPós dos(P, boj 


: йаа wynika-ważny wniosek którego wprost dowiedzieiny. Niech: 
będą X, Y, Z składowe siły P, równoległe do trzech osi prosto- 
katnych; oznaczmy przez ôx, бу, дс rzuty, na tych osiach, prze- 
mieszczenia przysposobionego д; wziętego przez punkt przyłożenia 
siły P; będziemy mieli oczywiście 


sa X dz Y zy Z6zy. * 
p — A 
Pós dos(P, ds) == Pós ва Рф 5 Б 3s +5 Б s) 


więc 
Pós dos(P, 05) = Xóz -+ Үду -+ 78. 
Formuła równie ważna jak użyteczna w Mechanice. 


320. "TWIERDZENIE. W ruchu wirowym około ost jakiejkolwiek, praca 
przysposobiona siły jest równa wieloczynowi przemieszczenia kątowego 
руе ‘moment sity względem tej 081, 


Niech ae OZ oś, MP siła przyłożona do punktu materyal- 
nego M. Wyobraźmy: sobie że układowi materyalnemu, którego 
punkt M jest częścią, dano ruch wirowy nieskończenie mały około 
osi OZ; w tym ruchu przysposobionym punkt M -bierze pszemiesz- 
czenie MD = 5, które jest łukiem koła mającego promień СМ =; 
prostopadły do OZ, a ten promień: opisuje przemieszczenie kątowe 
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MOD = 30. Aby znaleźć: pracę przysposobioną siły Р; rózłóżmy 
tę siłę na składowe prostókątne Pdosy=Z i Pwsty = Q; siła Q 
jest rzutem siły P na płasczyznie prostopadłej do osi OZ. Praca 
siły P jest równa summie prac sił składowych Z i Q; ale praca 
składowej Z jest zero, ponieważ ta siła jest prostopadła do prze-, 
mieszczenia przysposobionego które wziął jej punkt przyłożenia ; 
zatem, oznaczająć przez Pr.(P) pracę siły P, yk Ly, 


reg == 0% dos(Q ds): 


Jeśli teraz, zę środka С łuku koła MD spuścimy na kieruńek 
siły Q BGŻ СН = 0, będzie 


40500, 5 dos(CH, GM), 
a dotego 


3s = 100, 0 =rdos(CH, CM); 


więc 
Pr.(P) = = 00660 = += Ру wsty. д0. 


Owoż, wieloczyn Pqwsty wyraża moment siły. P względem 
osi 07; ten zaś moment jest dodatny albo odjemny, według jak 
siła P ma dążność do obracania swego punktu przyłożenia, około 
osi OZ, w stronę MD albo w stronę przeciwną DM (56), to jest 
według jak kat (MQ, MD) jest ostry albo rozwarty. Go pokazuje 
że moment siły Р względem osi OZ і јеј praca w ruchu wirowym 
około tej osi, mają ten sam znak. Więc, oznaczając przez mom. (P) 
moment siły P, mamy ogólną formułę 


Pr.(P) = samom. (P), 


‚7 Uwaca. Rozumiując jako w numerze 246 można otrzymać odrazu 
, formułę i : 


хг ++ Үду шоу Үл — Xi 


* która dowodzi wysłowionego twierdzenia. 
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Zatem summa tych dwóch prac będzie 
1) dsdos(AA”, ds) — 85/dos(AA”, 45) В 
Owoż, 


а У y’ — 22 8, 
r 


y и 
35 + r += r 


dos(AA”, &s) = 


l — p Ay Ту W r naish zł 
ш, „PE кй з, 


DA 2? CY 


więc summa dwóch prac równa się 
— E æ aa = 0) =pley —2)--(—2)av— ao]. 
Ale równanie odległości r ARAD daje 


(a! — x) (ðx' — д0) + =y) (à у Z TP Pajo ed) = b; 


więc szukana: summa dwóch prac анн wzajemnego 
przyciągania; wyraża się ostatecznie: przez 'wieloczyn 


— Is. 


Jeśli siła I jest odpychająca, summa dwóch prac przysposobio- 
nych wyrazi się przez 


1”. 


W przypadku szózególny m, gdy odległość dwóch punktów ma- 
teryalnych A i A” zostaje niezmienna w ruchu przysposobionym 
który się im daje, będzie ðr = 0; wtedy summa dwóch prac, przy- 
sposobionych, odpowiedających wzajemnemu działaniu tych pun- 
*któw jest zero, albo innemi słowy, te dwie prace są równe i znaków 
, przeciwnych. 


Ustaliwszy te wstępne: określenia'i żdsady, nietrudno” dowieśdź 
ogólnego twierdzenia pracy przysposobionej, z którego wywodzą 
się warunki równowagi układów materyalnych. 
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TWIERDZENIE OGÓLNE PRACY PRZYSPOSOBIOŃEJ. 


Zaczniemy od równowagi punktu materyalnego, przypominając 
określenie dane we wslępie niniejszego dzieła : Mówi się że punkt 
materyalny, albo ciało, jest w równowadze pod działaniem sił ja- 
kichkolwiek, gdy te siły nie zmieniają w niczem jego stanu spoczynku 
albo ruchu; wtedy mówi się także że te siły czynią sobie równowagę. 


525. TWIERDZENIE. Aby punkt materyalny byt w równowadze, 
trzeba i dość jest żeby summa prac przysposobionych, wszystkich sit 
które są do niego przyłożone, była zero dla wszystkich przemieszczeń 
nieskończenie małych tego punktu. 


Jakoż, niech będzie punkt materyalny M pod działaniem sił ja- 
kichkolwiek których wynikową jest R. Jeśli ten punkt jest wolny 
w przestrzeni, dla jego równowagi trzeba i dość jest żeby wyniko- 
wa R była zero; a jeśli punkt M jest przymuszony zostawać na 
linii albo na powierzchni, dla jego równowagi dość jest żeby tylka 
wynikowa R była normalna do tej linii albo powierzchni, co wy- 
maga dos(R, ds) = 0. Więc w obydwóch razach istnieje równanie 


(1) Rósdos(R, ðs) = 0, 


które wyraża że w równowadze punktu maieryalnego pod działa- 
niem sił jakichkolwiek, summa prac przysposobionych tych wszys- 
tkich sił jest zero dla wszelkiego przemieszczenia możebnego tego 
punktu. 

Nawzajem, gdy summa prac przysposobionych, wszystkich sił 
przyłożonych do punktu materyalnego M, jest zero dla wszystkich 
jego przemieszczeń możebnych, ten punkt jest w równowadze. 
Albowiem, ponieważ А95 105 (К, ds) = 0, jeśli punkt M jest wolny 
w przestrzeni musi być R = 0, bo dos(R, д) nie może być zawsze 
zero; a jeśli punkt M powinien zostawać na linii albo na powierzchni 
bez tarcia, musi być R=0 albo dos(R, s)=0; w obydwóch 
razach punkt M jest w równowadze. Więc równanie (1) wyraża 
warunek konieczny i dostateczny równowagi punktu materyalnego 
jakiegokolwiek, pod działaniem sił jakichkolwiek. 
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Trzeba dobrze uważać że z równania równowagi (1) nie wynika 
bynajmniej żeby punkt materyalny był w spoczynku. Gdyby siły 
uważane, zadość czyniące równaniu (1), działały na punkt w spo- 
czynku, toby on pozostał w tym spoczynku. Ale піс mu nie prze- 
szkadza, w chwili działania tych sił, mieć pewny ruch pochodzący 
z innych przyczyn. Wtedy możemy tylko powiedzieć że ten ruch 
będzie się dalej ciągnął zupełnie tak jak gdyby siły, które sobie czy- 
nią równowagę, nie istnialy. - 


324, TWIERDZENIE OGÓLNE PRACY PRZYSPOSOBIONEJ. Ady uktad ma- 
teryalny punktów jakichkolwiek był w równowadze pod działaniem sił 
jakichkolwiek, trzeba i dość jest żeby summa prac przysposobionych 
wszystkich sił, tak zewnętrznych jak wewnętrznych, byta zero dla 
wszelkich przemieszczeń przysposobionych, zgodnych z ustawą istnienia 
układu. 

Niech będą P, Р, Р”... siły zewnętrzne wprost przyłożone do 
punktów materyalnych, tworzących układ wedle pewnej ustawy; 
I, I, 1... siły wewnętrzne działające na te punkta. Mówić że układ 
materyalny jest w równowadze, pod działaniem sił jakichkolwiek, 
jest 10 powiedzieć że wszystkie jego punkta składowe są osobno 
w równowadze; i nawzajem, jeśli każdy z punktów składających 
układ materyalny jest w równowadze pod wpływem wszystkich sił 
które na niego działają, wtedy cały układ jest w równowadze. Więc, 
gdy układ materyalny jakiegokolwiek utworu jest w równowadze, 
summa prac przysposobionych wszystkich sił, tak zewnętrznych 
jak wewnętrznych, będzie równa zeru jakiekolwiek dano punktom 
przemieszczenia przysposobione, zawsze nieskończenie małe, RAT 
zależne jedne od drugich ale zgodne z ustawą istnienia шоу 
wszystko wyraża się równaniem koniecznem 


(2) xPós dos(P, ds) -L xI = 0. 


Summowania rozciągają się zarazem do wszystkich sił działających 
ha punkt materyalny, i do wszystkich punktów tworzących układ 
materyalny. 


Nawzajem, jeśli summa prac przysposobionych wszystkich sił, 
działających na punkta układu materyalnego, jest zero dla wszyst- 
kich przemieszczeń przysposobionych które dać można tym pun= 
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ktom, zgodnie z ustawą ich układu, cały układ będzie w równowa- 
dze; to jest, nie wyjdzie ze stanu spoczynku jeśli pierwotnie był 
w tym stanie spoczynku. Jakoż, gdyby punkla materyalne układu nie 
były w równowadze, każdy z nich wziąłby ruch stosowny do swego 
położenia w układzie; możnaby oczywiście sprzeciwić się tym ru- 
chom, przykładając do każdego z punktów materyalnych pewną siłę 
przyzwoitej wielkości i w stronę przeciwną kierunku jego przemiesz- 
czenia. Wtedy cały układ materyalny byłby w równowadze, pod 
działaniem sił Q, 07, Q”... któreby przyłożyć trzeba było do wszyst- 
kich punktów dla wstrzymania ich ruchu, i pod działaniem sił już 
przyłożonych Р, P’, Р"... i sił wewnętrznvch I T, 1,... Owoż, na 
mocy pierwszej części twierdzenia, summa prac przysposobionych 
tych wszystkich sił powinnaby być zero dla wszelkich przemieszczeń 
punkiów układu, zgodnych z jego ustawą, a w szczególności dla 
przemieszczeń jakieby te punkta wzięły рой działaniem samych 
sił P, В, Р”... i I IF... gdyby nie wstrzymano ich ruchów 
przykładając siły Q, Q’, 0",... Сору dało 


xPós dos(P, дз) - Zldr -+ 5035 dos(Q, $) = 0. 

Ale, z założenia summa prae przysposobionych sił Р, Р”, P*..... 
i LT, Y... jest zero dla wszystkich przemieszczeń przysposobio- 
nych punktów układu, zgodnych z jego ustawą, a w szczególności 
dla przemieszczeń o których mowa; więc trzebaby żeby summa 
0 dos(Q, ðs) była zero dla tych ruchów szczególnych; со nie- 
możebne, ponieważ w ostatnich ruchach punkt przyłożenia każdej 
siły Q przemieszcza się w stronę przeciwną kierunku jej działania 
i tym sposobem prace przysposobione sił Q, 0', Q”,... są wszystkie 
odjemne. 


Zaledwie dodać należy że twierdzenie pracy przysposobionej 
stosuje się nietylko do całości układu materyalnego w równowadze, 
ale także do jakiejkolwiek jego części uważanej osobno. Z tą jednakże 
główną różnicą że działania, jakich różne punkta jednej części 
układu doznają od wszystkich innych części tego układu, grają 
względem niej rolę sił zewnętrznych; gdy tymczasem w układzie 
materyalnym wziętym w całości te siły są wszystkie siłami we- 
wnętrznemi. / 
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Так ogólne twierdzenie byłoby użyteczne w całej doniosłości, 

gdyby znano siły wewnętrzne; bo wtenczas możnaby uważać każdy 
z punktów materyalnych, składających ciało, jako zupełnie wolny, 
pod działaniem sił tak zewnętrznych jak wewnętrznych, i wyznaczyć 
ustawy jego równowagi i ruchu, a temsamem równowagi i ruchu 
ciała. Ale nie wiemy prawie nic z tego co się nazywa siłami 
wewnętrznemi, i wszystkie nasze wysilenia muszą dążyć jedynie 
do wyrugowania ich z rachunku. W takim stanie umiejętności 
fizycznych, zastosowanie twierdzenia pracy przysposobionej ogra- 
nicza się na przypadkach w. których siły wewnętrzne nie mają 
udziału : to jest innemi słowy, nie znając sił wewnętrznych, musimy 
dawać układowi materyalnemu, którego szukamy warunków ró- 
wnowagi, takie tylko przemieszczenia przysposobione w jakich one 
nie grają roli. Owoż gdybyśmy, między przemieszczeniami przy- 
sposobionemi, które można nadawać rozmaitym punktom układu 
materyalnego, wybrali takie żeby wzajemne odległości wszystkich 
jego punktów zostawały te same, przypuszczając naprzykład że 
przemieszczamy układ całą sztuką, jak gdyby on był niezmienną . 
bryłą; równanie dane przez twierdzenie pracy przysposobionej nie 
zawierałoby żadnego wyrazu zależnego od sił wewnętrznych, siły 
zewnętrzne wchodziłyby same jedne. I w samej rzeczy, wiadomo 
że siły wewnętrzne układu materyalnego, jakakolwiek jest ustawa 
ich działania, są po dwie równe i wprost przeciwne, a w przemiesz- 
czeniu szczególnem które uważamy odległość dwóch jakichkoiwiek 
punktów materyalnych układa nie zmienia się ; zatem summa prac 
 przysposobionych każdej pary sił wewnętrznych jest zero (399); 
więc one znikają w ogólnem równaniu danem przez twierdzenie 
pracy przysposobionej; torównanie w naszem przypuszczeniu staje się 


(3) xPós dos(P, ds) == 0. 


Więc, gdy się daje układowi maleryalnemu przemieszczenia 
przysposobione, zgodne z jego dbryłowością, to jest zachowujące mu 
kształt niezmienny, summa prac przysposobionych samych tylko 
sił zewnętrznych, wprost przyłożonych, jest zero. | 

Z tąd wynika że, jakikolwiek jest układ materyalny, ogólne ró- 
wnanie równowagi istnieje między siłami zewnętrznemi tylko, bo 
można zawsze dać temu układowi przemieszczenie przysposobione, 
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zgodne z niezmiennością jego kształtu w równowądze. Ta własność 
sił zewnętrznych, konieczna dla istnienia równowagi, nie jest w ogóle 
dostateczna; byłaby nią, gdyby układ materyalny był doskonałą bryłą 
niezmiennego kształtu. Ale takich brył niema w naturze ; wszystkie 
ciała ziemskie mają kształt mniej więcej zmienny ; dlatego równa- 
nie (3), zawierające tylko same siły zewnętrzne, nie może wyrażać 
warunków dostatecznych dla ich równowagi. Trzeba raz na zawsze 
pamiętać że w układzie materyalnym jakimkolwiek, albo w ciałacł. 
naturalnych, siły zewnętrzne czynia sobie równowagę nie wprost, 
jako siły działające na jeden punkt i których wynikowa jest zero, 
ale za pośrednictwem sił wewnętrznych, pochodzących z fizycznego 
składu tych ciał. Jeśli ten skład fizyczny ciała zmienia się, równo- 
waga może być zupełnie zerwana, chociaż siły zewnętrzne zostają 
te same. 


RÓWNOWAGA CIAŁ BRYŁOWYCH NIEZMIENNYCH. 


325. Nim przyjdziemy do ogólnych warunków równowagi ukła- 
dów materyalnych jakichkolwiek, będziemy uważali najpierwej ciała 
idealne, to jest układy materyalne których punkta ani się zbliżać 
do siebie ani oddalać nie mogą. Takie układy nazywamy całami 
bryłowemi niezmiennemi, wszystkie inne ciałami naturalnemi. 


Zasada prędkości przysposobionych, albo, jako teraz mówią, twier- 
dzenie pracy przysposobionej, jest jedną z najważniejszych zasad 
Mechaniki. Za pomocą niej można znaleźć wprost i ogólnie warunki 
równowagi ciał bryłowych niezmiennych, któreśmy za pomocą 
dwojanów otrzymali. 


Niech będzie więc układ materyalny złożony z n punktów stale 
między sobą powiązanych; szukajmy przede wszystkiem ile bryła- 
wość tego układu, to jest niezmienność jego kształtu, wymaga wa- 
runków. Biorąc trzy jakiekolwiek punkta układu, widzimy zaraz że 
niezmienność ich wzajemnych odległości wyraża się przez лу 
równania; trzeba potem 3(n — 3) innych równań, aby wyrazić 
że п — 3 zostające punkla są w odległościach niezmiennych od 
trzech pierwszych punktów. Zatem związki układu materyalnego 
niezmiennego zależą od 3 + 3(n — 3) =3n — 6 równań między 
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spółrzędnemi wszystkich jego punktów. A ponieważ powinno być 
3n równań do wyznaczenia n punktów w przestrzeni, trzeba i dość 
jest, dla równowagi układu tych punktów, żeby siły czyniły zadość 
sześciu oddzielnym równaniom. Te więc sześć równań, między 
siłami przyłożonemi, wyrażają warunki konieczne i dostateczne ró- 
wnowagi układu bryłowego niezmiennego, wolnego w przestrzeni. 
Aby je otrzymać, uważajmy że ogólne równanie dane przez twier- 
dzenie pracy przysposobionej nie będzie zawierało sił wewnętrznych, 
bo układ bryłowy jest kształtu niezmiennego, co czyni % = 0; 
mamy więc 


zPós dos(P, д) = 0. 


Zatem, jeśli damy układowi bryłowemu niezmiennemu sześć 
ruchów przysposobionych, dowolnych ale niezależnych między sobą, 
powyższa formuła dostarczy sześciu równań oddzielnych. Tym spo- 
sobem związki, które ztąd wynikną między siłami, nie mogąc się 
wywodzić jedne z drugich, będą właśnie dostatecznemi równaniami 
równowagi. Temi zaś ruchami niezależnemi, które powinny być 
zgodne ze związkami układu bryłowego, są trzy ruchy przeniesienia, 
równoległe każdy do jednej z trzech osi prostokątnych, i trzy ruchy 
wirowe każdy około jednej z tych osi. 


1° Ruch przysposobiony przeniesienia. Dając układowi bryłowemu 


ruch przysposobiony, równoległy do osi odciętych =, na przykład, 
mamy 


Psg dos(P, д2) = 0 


albo, znosząc czynnik dx, spólny wszystkim wyrazom summy, 
otrzymujemy 


УР dos(P, 2) =0. 


Dając tak samo przemieszczenia przysposobione równoległe йо 
osi у^” i potem do osi z będzie 


EP dos(P, у) = 0, УР dos(P, z) = 0.. 
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9° Ruch przysposobiony wirowy. Możemy dać układowi bryłowemu 
przemieszczenie kątowe J0 około osi 2% na przykład; praca przy- 
sposobiona w tym ruchu wirowym wyraża się przez 


200 mom,„(P) = 0 


zkąd, znosząc czynnik 80, spólny wszystkim wyrazom summy, 
wynika 


£ MoMa(P) = 0. 


Dając tak samo przemieszczenie przysposobione kątowe około 
osi yw a potem około osi 20%, pędzie 


z mom,.(P) = 0, zmom:.(P) = 0. 


Te wszystkie warunki równowagi wyrażają się analitycznie przez 
sześć równań oddzielnych. 


ARE ANZU ZEW 


(1) i 
katy ot z(X2—Za)=0, (Үс Xy)=0. 


Więc, aby układ bryłowy niezmienny był w równowadze pod 
działaniem sił wprost przyłożonych, trzeba i dość jest : 


До żeby sùmma rzutów sit па trzech osiach prostokątnych była zero 
na każdej: osobno, 


20 żeby summa momentów sił na każdej z tych trzech ost była także 
zero. 


Jeśli damy układowi bryłowemu przemieszczenia pzzysposobione 
różne od wyżej użytych, twierdzenie pracy przysposobionej dostar- 
czy innych równań którym siły zewnętrzne Р, P', Р”... zadość 
czynić powinny. Liczba tych równań jest nieograniczona; ale wszys- 
tkie muszą się wywodzić z sześciu powyższych, ponieważ, jakośmy 
dowiedli, te ostatnie są konieczne i dostateczne dla równowagi 
układu bryłowego niezmiennego. Można to łatwo sprawdzić. I tak : 
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Jeśli summa rzutów sił Р, Р’, Р",... jest zero na każdej z trzech 
osi prostokątnych, ta summa będzie także zero na osi jakiejko|- 
wiek K, mającej kierunek określony przez katy æ, В, у z trzema 
pie”wszemi osiami. Jakoż 


Р dos (P, К) = Xdosa -- Y 056 -- Z dosy; | 


zatem, rzutując. wszystkie siły Р, Р’, Р”... przyłożone do układu, 
mamy 


ХР dos (P, К) = ХХ dosa -+ ZY 1056 -+ zZdosy 


albo 
УР dos (P, К) = dosazX -+ dosgzY -+ dosyzZ. 
Ale z założenia УХ =0, ZY = 0, ZZ = 0; 
więc 


XP dos(P,K) = 0. 
Tak samo, jeśli summa momentów sił jest zero względem każdej 
z trzech osi spółrzędnych prostokątnych, ta będzie także zero wzglę- 
dem osi jakiejkolwiek К czyniącej katy a, 3, у z temi trzema osiami. 
Jakoż, oznaczając przez G moment linijny dwojanu przeniesie- 
nia (Р, — Р), przez І, M, М momenta linijne składowe które 
wyrażają momenta siły P względem trzech osi spółrzędnych, mamy 


dos(G, K) = а dosa + 5 0086 +0 дозу. 


zkąd 
zGdos(G, К) = IL dosa -+ ХМ 405 -+ ZN dos y, 


A ponieważ zakładamy ХТ, = 0, УМ = 0, zN=0, Бейле 
zGdos(G, К) = 0 


Gdy więc piszemy że summa rzutów sił zewnętrznych na trzech 
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osiach prostokątnych jest zero na każdej osobno, i summa momen- 
tów tych sił względem trzech tych samych osi jest także zero, 
wyrażamy temsamem że podobne summy są zero względem każdego 
innego trójścianu osi prostokątnych. 


RÓWNOWAGA UKŁADÓW BRYŁOWYCH NIEZUPEŁNIE WOLNYCH, 


326. Będziemy teraz szukali warunków równowagi układu bryło- 
wego niezmiennego, któremu przeszkody nie pozwalają brać ruchu 
zupełnie wolnego w przestrzeni, i rozpatrzymy trzy główne przy- 
padki do których się łatwo wszystkie inne przywodzą. Twierdzenie 
pracy przysposobionej daje jeszcze i w tych przypadkach utrudzo- 
nego ruchu wszystkie warunki równowagi. 


19 Punkt stały. Uważajmy najpierwej układ bryłowy który może 
się tylko obracać około punktu stałego О, i weźmy ten punkt za 
początek spółrzędnych prostokątnych. Trzeba przede wszystkiem 
wyrazić bryłowość układu; co się uskutecznia wyrażając przez 
trzy równania że odległości dwóch punktów materyalnych A, А 
układu i punktu O są niezmienne, a potem przez 3(n — 3) równań 
że odległości n — 2 innych punktów od tych trzech są także nie- 
zmienne; to czyni razem 3n — 3 równań warunkowych między 
Зп spółrzędnemi punktów układu. Zostaje więc tylko do znalezienia 
trzy równania równowagi między siłami wprost przyłożonemi do 
tych puuktów. Twierdzenie pracy przysposobionej łatwo ich do- 
slarcza. Ponieważ układ bryłowy którym się zajmujemy może się 
tylko obracać około punktu stałego O, jedyne ruchy możebne są 
ruchy wirowe około osi przechodzących przez ten punkt. Jeśli więc 
damy układowi trzy przemieszczenia przysposobione, jedno około 
każdej z trzech osi spółrzędnych przez punkt stały O przechodzą- , 
cych, otrzymamy trzy konieczne i;dostateczne równania równowagi, 
którym siły zadość czynić powinny, 


z(Zy — Үз) = 0, z(Xz — 25) = 0, (Ys — Ху) = 0. 


Те równania momentów sił są nam już znane, i parcia jakie punkt 
stały O wytrzymuje już wiadome (63). 


2° Oś stała. Jeśli są dane dwa punkta stałe O i Н, albo, со to 
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samo, oś stała OH około której układ bryłowy może się tylko obra- 
саб; biorąc punki О za początek spółrzędnych prostokątnych i 
05 OH za oś rzędnych, wyrazi się przez dwa równania że odle- 
głość punktu materyalnego A układu od dwóch punktów O i H 
są niezmienne, a następnie przez 3(n — 1) równań że odległości 
n— 1 innych punktów od tych dwóch są także niezmienne. Co 
uczyni ze wszystkiem 3n—1 równań warunkowych między 3n spół- 
rzędnemi punktów układu. Zostaje więc do znalezienia tylko jedno 
równanie równowagi między siłami. Owoż, układ bryłowy ma tylko 
ruch wirowy możebny około osi ОЎ; dając mu przemieszczenie 
przysposobione tego ruchu, otrzymujemy jedyne równowanie ró- 
wnowagi. 


z(Yg — Ху) = 0, 


któremu siły wprost przyłożone zadość czynić powinny. 


Parcia jakie punkta stałe О i П wytrzymują, i parcie wzdłuż 
osi ОН były już okazane na właściwem miejscu. Ale dobrze będzie 
jeszcze powtórzyć że parcia, doznane przez dwa punkta stałe około 
których układ bryłowy może się tylko obracać, przypuszczają wy- 
raźnie i wyłącznie stan równowagi tego układu. Stan ruchu zmienia 
zupełne wartości statyczne parć któreśmy wskazali w numerze 64. 
То zjawisko nieco zadziwiające jest niezmiernie ważne w Mechanice 
praktycznej. 


8° Płasczyzna stała. Szukajmy nakoniec warunków równowagi 
układu bryłowego niezmiennego który się opiera na płasczyznie 
stałej, i weźmy tę płasczyznę za płasczyznę zy a normalnę do niej 
za oś rzędnych OZ. Ponieważ układ opiera się na płasczyznie zy, 
niema potrzeby zajmować się siłami Z, bo one powinny być znisz- 
czone przez jej opór. Owoż, jedyne ruchy możebne danego układu 
są ruchy przeniesienia na płasczyznie zy, i ruch wirowy około osi 
normalnej OZ; więc, otrzyma się równania konieczne i dostateczne 
równowagi, wyrażając że summa prac przysposobionych, względnie 
do sił wprost przyłożonych, jest zero dla każdego z trzech różnych 
przemieszczeń, to jest dla dwóch przeniesień wedle dwóch osi 
spółrzędnych ОХ, OY, i dla ruchu wirowego około osi 07. Go 
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daje trzy oddzielne równania równowagi, 
ZK 0 0; z(Yo — Ху) = 0. 


Parcia jakie wytrzymują punkta płasczyzny stałej, na których się 
układ bryłowy opiera, są już wiadome z ich przypadkiem osobli- 
wym (66). 


Г 


UKŁAD, PUNKTÓW MATERYALNYCH ZE ZWIĄZKAMI. 


327, Zwykle rozmaite punkta układu materyalnego zależą jedne 
od drugich, są poddane pewnym warunkom które nazwano związ- 
kami. Te związki mogą się przywieśdź do trzech następujących : 


49 Niektóre punkta układu materyalnego zostają w odległościach 
niezmiennych między sobą. | 


2° Pewne punkta są przymuszone zostawać na liniach albo na po- 
wierzchniach, bez tarcia, stosownie do tego cośmy powiedzieli 
w ruchu punktu materyalnego. 


3° Nakoniec, pewne części układu materyalnego, uważane jako 
ciała bryłowe niezmienne, są przymuszone zostawać w zetknięciu 
jedne z drugiemi, bez żadnego tarcia między ich powierzchniami. 


Pojmuje się łatwo że te różne związki, które wyobrażamy między 
punktami materyalnemi układu, mogą być zastąpione przez siły 
zdolne dopełnić tych 'samych warunków. I tak, gdy dwa punkta 
mają zostawać w tej samej odległości od siebie, siły równe i prze- 
ciwne, rozwinięte między temi dwoma punktami, z natężeniem 
przyzwoitem, mogą utrzymać tę niezmienność odległości. W przy- 
padku gdy jeden punkt musi zostawać na linii stałej albo na po- 
wierzchni stałej, bez tarcia, albo opisywać linię albo powierzchnię 
za pomocą wiązadła, siła równa oddziaływaniu normalnemu linii albo 
powierzchni na punkt, albo równa tężności wiązadła może wydać 
ten sam skutek. W przypadku gdy dwie części układu materyalnego, 
uważane jako bryłowe niezmienne, muszą być z sobą w zetknięciu 
bez tarcia między ich powierzchniami, można otrzymać ten sam 
wynik przez dwie siły równe i przeciwne, działające na te dwie 
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części w punktach ich zetknięcia i wedle spólnej normalnej do ich 

powierzchni; te dwie siły powinny działać jako siły przyciągające 
albo odpychające, według jak części bryłowe w zetknięciu mają 
dążność do oddalenia się jedna od drugiej albo do przeniknienia się 
na wzajem. 

Wprowadzając siły zamiast związków, przywodzimy układ mate- 
ryalny do ogólnego przypadku dla którego twierdzenie pracy przy- 
sposobionej było dowiedzione. Owoż, na mocy tego twierdze- 
nia, aby układ materyalny był w równowadze, trzeba i dość jest 
żeby summa prac wszystkich sił przyłożonych, włącznie z siłami 
które zastępują związki, była zero jakiekolwiek dano przemieszcze · 
nie przysposobione układowi. Ale, jeśli między przemieszczeniami 
przysposobionemi możebnemi, wybrano wyłącznie te które są zgodne 
ze związkami układu materyalnego, siły zastępujące te związki znikną 
same z siebie w równaniach których twierdzenie pracy przysposo- 
bionej dostarcza. I w samej rzeczy, uważając najpierwej dwie siły 
mogące utrzymać niezmienność odległości dwóch punktów mate- 
ryalnych układu, widzimy zaraz że summa ich prac przysposobio- 
nych, Isr, jest zero. dla wszelkiego przemieszczenia w którem od- 
ległość tych dwóch punktów zostaje ta sama. Powtóre, [uważając 
siłę która nie pozwala punktowi materyalnemu opuszczać linii stałej 
albo powierzchni stałej, widzimy nie mniej łatwo że praca tej siły, 
odpowiedająca przemieszczeniu przysposobionemu punktu mate- 
ryalnego na tej linii albo powierzchni, jest zero, ponieważ to prze- 
mieszczenie jest normalne do kierunku siły. Nakoniec, uważajmy 
dwie siły mogące trzymać w zetknięciu i bez tarcia powierzchnie 
В 1 В dwóch części układu materyalnego wziętych za bryły nie- 


zmienne. Summa prac tych dwóch sił jest zero dla wszelkiego prze- 
mieszczenia przysposobionego w którem te dwie powierzchnie nie 
przestają się stykać. Albowiem, punkta dwóch powierzchni B i B, 


ZASADY PRĘDKOŚCI PRZYSPOSOBIONYCH. 509 
pierwotnie schodzące sięw A, biorą w przemieszczeniu przyspo- 
sobionem układu położenia: A, i A, będące na płasczyznie stycz- 
nej, spólnej tym powierzchniom po ich przemieszczeniu; ta zaś 
płasczyzna styczna czyni kąt nieskończenie mały z płasczyzną styczną 
spólną w A; ztad wynika że przemieszczenia АА,, AA punktów 
przyłożenia dwóch sił, utrzymujących w zetknięciu powierzchnie 
B, B', mają ten sam rzut na spólnym kierunku NN sił, ponieważ 
NN” jest normalną spólną tym powierzchniom w A; zatem sum- 
ma prac przysposobionych tych dwóch sił równych i przeciwnych 
jest zero dla podobnego przemieszczenia. Możemy więc, odsuwając 
na bok siły zastępujące związki, i uważając same tylko siły wprost 
przyłożone Р, P', P”..... powiedzieć że, aby układ materyalny, 
punktów powiązanych między soba sposobem jakimkolwiek, ‘byt w ró- 
wnowadze, trzeba i dość jest żeby summa prac przysposobionych, sit 
wprost przytożonych do tych punktów, była zero dla każdego prze- 
mieszczenia przysposobionego, ZGODNEGO ZE ZWIĄZKAMI. 


Układ bryłowy niezmienny jest szczególnym przypadkiem ukła- 
dów materyalnych ze związkami; со sprawdza wyżej otrzymane 
warunki jego równowagi. 


328. Twierdzenie pracy przysposobionej daje metodę znalezienia 
warunków równowagi układu materyalnego punktów ze związkami, 
gdy wszystkie związki są wyrażone przez równania między spól- 
rzędnemi tych punktów. Oznaczmy przez k liczbę równań związ- 
kowych, przez n liczbę punktów materyalnych układu. Jest zawsze 
k< 3n; gdyby było k= Зп, każdy z tych punktów miałby poło- 
żenie wyznaczone, i cały układ materyalny byłby w spoczynku, 
jakiebykolwiek do niego przyłożono siły. Gdy k=3n— 1, mówi 
się że układ materyalny jest ze związkami zupełnemi; wtedy jedna 
tylko spółrzędna jest zmienną niezależną a wszystkie inne jej funk- 
cyami. W tym przypadku, każdy punkt układu musi opisywać linię 
krzywą wyznaczoną, i jedyne przemieszczenia, zgodne ze związkami, 
są. przemieszczenia wzdłuż tych linij, możebne na dwie strony prze- 
ciwne. Układ bryłowy niezmienny, mogący się tylko obracać około 
òsi stałej, jest układem materyalnym ze związkami niezmiennemi, 


Niech będą z, y, 2, w, y,2,... spółrzędne punktów materyal- 
nych А, А’... układu; związki реда warunkami wyrażonemi przez 
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równania kształtu 


е, у, 5,2, у, z, ж...) == 0. 
Oznaczmy przez óx, ду, д, ów, ду", 8z',... zmienności odpowieda- 
jace pewnemu przemieszczeniu przysposobionemu punktów układu; 
to przemieszczenie będzie zgodne ze związkiem L(x, у, 2, 2...) =0, 


jeśli sprawdza równanie 


24-82, y--óy, 2-9, w ów, у 4-8,2 4-8, а --óx",...)==0, 


albo, na mocy poprzedzającego, równanie różniczkowe 


dL dL, , dL 
da Be dy W z 


ы 

Jest tu ważna uwaga do zrobienia. Przemieszczenia przysposo- 
bione mogą się niezgadzać z przemieszczeniami rzeczywistemi; to 
się zdarza gdy równanie związkowe zawiera czas ć wydatnie. Ja- 
Кой, w przemieszczeniu rzeczywistem, nazywając dz, dy, dz, 02... 
zmienności spółrzędnych z, у, z, w... i przypuszczając że równanie 
związkowe L = 0 zawiera czas ć wydatnie, będzie na końcu 
czasu dé 


дї, , dL dL dL dL 
= SZK, porz Ao ыжы 22 (020: 
Ж dt +- T de -- 7 dy -+ F dz -- T da -| 0; 


gdy przeciwnie, w przemieszczeniu przysposobionem, które jest 
niezależne od czasu, będzie tylko 


Е WMI ! az (| « 
paz Wet rój +... =0; 


więc nie można brać dv =dz, бу = dy, & =dz,... tylko wtedy 


kiedy =: =ð, (0 јеѕі kiedy związki nie zawierają wydatnie czasu £. 


То ttstaliwszy, szukajmy warunków równowagi układu materyal- 
hego w którym związki między punktami są.wyrażone przez k rós 
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wnań 


(5) (Gy оова) EU І(2, у, Z 


2 


а 
3, 

Í 
=> 


5 ар) оз) = 


Mamy równanie pracy przysposobionej 
(6) s(X80 -+ Үду -H 202) = 0; К 


a ponieważ w przemieszczeniu przysposobionem, nieskończenie 
małem i zgodnem ze związkami układu, spółrzędne z + ôx, у -|- 50, 
х 22, w'--8x',... punktów powinny zadość czynić równaniom 
związkowym, mamy także k równań różniczkowych 


Та iuti dy NE dE ód sę daf: 
dlo | dLa П 4 
(7) -de dz | dy dy 1 е == 05 


Те k równań zawierają 3n zmienności 82, ду, dz, д2... z któ- 
rych 3n —k ва zmiennościami dowolnemi, a wszystkie inne ich 
funkcyami; jeśli więc poniesiemy wartości tych ostatnich do ró- 
wnania (6), to ono będzie zawierało Зп — k wyrazów pomnożonych 
każdy przez jedną z tych zmienności dowolnych. Ale równanie (6) 
powinno się sprawdzać jakiekolwiek wzięto przemieszczenia przy- 
sposobione, byle zgodne ze związkami (5); muszą więc wszystkie 
3n — k spółczynniki zmienności dowolnych być zero. Со daje 
3n—k równań równowagi układu materyalnego. Te 37 —k ró- 
wnań, dołączone do k równań (5), uczynią 8% równań dostatecz= 
nych do wyznaczenia Зп spółrzędnych punktów układu, gdy 
X, Y, Z, X’... będą wiadome. 


Można wykonać rugowanie zmienności dz, dy, 0,0... tak zwaną 
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metodą mnożników. W tym celu, pomnóżmy pierwsze równanie (7) 
przez M drugie przez \,... i dodajmy te równania do (6), będzie 


(8) 5 (к-а EN сас Gee sA = 


Mnożniki A w liczbie k są niewyznaczone, można więc zrównać 
do zera k spółczynników zmienności б, 8y, dz,... zostanie tym 
sposobem 3n —k zmienności w formule (6); ponieważ one są 
zupełnie dowolne, ich spółczynniki muszą być zero. Otrzymuje się 
więc 3n równań następujących 


| 2 ‚ dla „йз PE: 
Улын p a da: dE a 
NAS ESO CIE WE aja с 

dy dy 

(9) о Wil, 580 b 
Ai dz! ła dz POW 

Я IL dL 2 
X/ pó | 28) NARZ (IE 
р dz ' № da | e 


jeśli wyrugujemy między niemi mnożniki Эу, da, ł5,... znajdziemy 
Зп — k równań równowagi wyżej otrzymanych. i 

Równania (9) prowadzą do ważnych następstw. Patrząc na kształi 
tych równań, łatwo spostrzegamy że one zostaną te same, i równo- 
waga obecnie istniejąca w niczem się nie zmieni, jeśli odejmiemy 
warunek wyrażony przez L, = 0, któremu układ materyalny zadość 
czynić powinien we wszystkich przemieszczeniach przysposobionych; 
byleśmy tylko do sił Р, р”, P”,... przyłożonych do punktów mate- 
ryalnych A, A;A”,... układu, ЛҮ nowe siły których skła 
dowe równoległe do trzech osi spółrzędnych są : 


dl; Ф, dli ү К 
M dy М ү" M F dla punktu A, 
dL dL 
M ОЛ? M b =), T dla punktu A', 


оороо e © © © 0 o a 0 © [эг 6 8 © e 3 6 © 9 a 
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Natężenie siły przyłożonej do punktu A ma za miarę 
dLi\? , /dLN* dLi\? 
u V +@ +) 


Dostawy katów jakie ta siła czyni z trzema osiami spółrzędnemi 
А. 44 ар 7 Р 

за proporcyonalne do ~=, ==, .—“%. to pokazuje że ona jest 
а р р у da 2 dy 2 dz , p J J 

normalna do powierzchni którą przedstawia równanie związkowe 

Li =0, gdy w niem spółrzędne z, y,z są uważane jako zmienne 


same jedne. 


Można tak samo, zamiast związków L = 0, L; =0,... podsta: 
wić siły, przyzwoitej wielkości i kierunków, przyłożone do wszys- 
tkich punktów układu materyalnego. Te siły mog gace zastępować 
związki między punktami układu, i dlatego nazwane siłami związ- 
kowemi, wyrażają parcia i tężności wiązadeł. 


RÓWNOWARTOŚĆ DWÓCH UKŁADÓW SIŁ, 


329. Mówi się że dwa układy sił S i S, są równowarte, gdy 
każdy z nich, uważany jako przyłożony do tego samego ciała bryło- 
wego niezmiennego, może być trzymany w równowadze przez trzeci 
układ Ss. Wynika z tego określenia że prace przysposobione dwóch 
równowartych układów sił są równe dla wszelkiego przemiesz- 
czenia. 


Oznaczmy przez X,Y,Z, X Yo Žo Xə, Yo, Zo rzuty sił S, $3, 55, 
Па trzech osiach prostokątnych, przez L, М, №, Li, Mi М, La, M, № 
summy momentów sił względem tych samych osi. 


Na mocy ogólnych warunków równowagi, aby dwa układy sił 
S i бз, przyłożone do jednego ciała bryłowego niezmiennego, czy- 
‚ niły sobie równowagę, trzeba i dość jest żeby sprawdzały następu- 
jace sześć równań równowagi : 


IX- ХХ аа 0, (XV +-2V5=0, . SZ H Z = Ô, 
L-- ly 0, М M; =(, NN =0. 
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Aby potem dwa układy sił $, i S», przyłożone do tego samego 
ciała bryłowego, czyniły sobie równowagę, trzeba i dość jest żeby 
także sprawdzały sześć równań równowagi 


2X, -|-3%X0=50, SF, + ХҮ = 0, IZ, | SŻy 0, 
ы-Е1в==0, Mh Му 0,1 М М0, 
Ztąd wynika 
SX=sX, Үү,  3Z= XZ, 


LEM, i M=M,, N= Ne 


Więc, dla równowartości dwóch układów sił 8 i 8, trzeba 
dość jest: 19 żeby summy rzutów tych sił na trzech osiach prosto- 
kątnych były sobie równe na każdej; 2° żeby summy momentów 
sił względem każdej z trzech osi зору były także sobie 
równe. 


Ostatnie równania znaczą że dwa układy sił równowartych, prze- 
niesione (równolegle) do jednegó jakiegokolwiek punktu przestrzeni, 
powinny mieć tę ваша wynikowę przeniesienia i ten sam dwojan 
wynikowy. 


W ogólności ruch ciała zmienia się przez podstawienie układu 
równowartego sił na miejsce pierwszego. Gdy ciało jest bryłowe 
niezmienne, równowaga, jeśli istnieje, pozostanie; ale, gdy ciało 
bryłowe jest odkształcalne, ta równowaga będzie zerwana, z przy- 
czyny sił wewnętrznych za pomocą których siły zewnętrzne czyniły 
sobie równowagę; ze zmianą ostatnich zmienia się stan pierwszych. 
Jednakże we wszystkich przypadkach ogólne sześć równań równo- ` 
wagi będa zawsze sprawdzone, gdy na miejsce jednego układu sił 
zostanie podstawiony drugi układ równowarty. 


Najprostszy z układów sił równowartych jest układ sił przyłożo- 
nych do jednego punktu materyalnego i ich wynikowa. Równowar- 
tość wynika z dwóch dobrze znanych twierdzeń : 1° Rzut wynikowej 
na osi jakiejkolwiek jest równy summie rzutów sił składowych, 
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2° Moment wynikowej względem osi jakiejkolwiek jest równy sum- 
mie momentów sił składowych. 


Mamy także siłę równowartą danej sile Р, przyłożonej do punk- 
tu A ciała bryłowego, przenosząc tę siłę do punktu jakiegokolwiek 
jej kierunku; ponieważ to przeniesienie siły nie zmienia ani jej rzutu 
na osi jakiejkolwiek ani jej momentu względem tej osi. Jeśli siła jest 
przyłożona do jednego z punktów ciała bryłowego w równowadze, 
można, nie zmieniając równowagi, przyłożyć tę siłę do innego jakie- 
gokolwiek punktu jej kierunku, byle ten drugi punkt był niezmien- 
nie połączony z pierwszym. Ale, tem przeniesieniem siły skład 
wewnętrzny ciała będzie przynajmnjej w części zmieniony, bo 
w nowym stanie rzeczy nastąpi ciąganie punktów materyalnych 
leżących w kierunku siły. 


Widzimy więc że, mając jakąkolwiek liczbę sił przyłożonych do 
ciała bryłowego w równowadze, można oczywiście w sześciu równa- 
niach równowagi zastąpić te siły przez układ sił równowartych; 
to podstawienie, nie psując równań, zmieni w ogóle równowagę 
ciała a przynajmniej jego skład wewnętrzny ; chyba że ciało jest 
doskonale bryłowe, rozumie się idealnie, wtedy rodstawienie sił 
równowartych nie naruszy w niczem istniejącej równowagi. 


Następujące przykłady lepiej to wyjaśnia. Gdy siły przyłożone do 
ciała bryłowego mają wynikowę, mówi się wtedy że istnieje jedyna 
siła zdolna wydać ten sam skutek jaki sprawiają wszystkie razem 
siły przyłożone. Ale, aby ta prawda Mechaniki rozumowej dała się 
zastosować w rzeczywistości, trzeba żeby na kierunku wynikowej 
znajdował się punkt ciała, albo punkt niezmiennie z ciałem połą- 
czony, do któregoby można było przyłożyć tę wynikowę. Siły dzia- 
Хајасе na dane ciało mają punkta przyłożenia rzeczywiste, a ich 
wynikowa jest siłą idealna, prostem zmyśleniem ; dlatego właśnie 
піс nie przeszkadza powiedzieć że jakikolwiek punkt kierunku wy- 
nikowej może być wzięty za punkt jej przyłożenia. Gokolwiek bądź, 
ta wynikowa idealna jest zawsze siłą równowartą która może, 
w pewnych przypadkach, zastępować siły rzeczywiście przyłożone. 


330. To pojąwszy, nietrudno znaleźć równania równowagi 
w szczególnych przypadkach sił. 
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10 SIŁY ZBIEGAJĄGE SIĘ. W tym przypadku mamy twierdzenie 
oczywiste : 


Jeśli wszystkie siły przyłożone do ciała bryłowego zbiegają się 
w jednym punkcie, trzeba i dość jest dla równowagi żeby ich wynikowa 


byta zero ; 


z którego wynikają zaraz wwzy konieczne i dostateczne równania 
równowagi. Jakoż, odnosząc cały układ do punktu zbiegu-sił wzię - 
tego za początek spółrzędnych, widzimy że równania momentów 
sprawdzają się same z siebie; zostają więc tylko równania rzutów 


УХ =0 ZY — 0, Ўй = 0. 
9° SIŁY LEŻĄCE NA JEDNEJ PŁASCZYZNIE. Jeśli weźmiemy płasczyznę 
sił za płasczyznę zy, i na niej dwie osie prostokątne jakiekolwiek, 
równania 


SZ = 0, z(Zy — Үз) = 0, У(Х — Zy) =0, 


sprawdzą się same z siebie. Więc jedyne równania równowagi 
w tym przypadku są : 


NX О =0, о X 0. 


30 SIŁY RÓWNOLEGŁE. Weźmy oś rzędnych z równoległą do spól- 
nego kierunku sił. Równania 


ZX = 0, ZN 0, Б (Үш — Ху) EU 
sprawdzają się same z siebie; zatem równania równowagi są 


УЛ. 0, Ы == 0, M=0, 
albo 


SP ==), zPy = 0, ZEG: 


Więc, aby siły równoległe, przyłożene do ciała bryłowego nie- 
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zmiennego, czyniły sobie równowagę, trzeba i dość jest żeby samma 
algebryczna tych sił była zero, i żeby summy ich momentów wzglę- 
dem każdej z dwóch płasczyzn, przecinających się równolegle do 
kierunku sił, była także zero. Tym sposobem sprawdzają się już 
wiadome warunki. . 


351. Powyższe sześć równań równowagi, wywiedzione wprost 
z twierdzenia pracy przysposobionej, są ogólne; możemy więc za 
pomocą nich dowieśdź z całą ścisłością twierdzeń których udowo- 
dnienie przedstawia pewne trudności, i temsamem zostawia zawsze 
do życzenia. Weźmy naprzykład twierdzenie. 


Dwie sity mie mogą być w równowadze jeśli nie są równe i wprost 
przeciwne. i 


Dla równowagi sił, trzeba najpierwej żeby summa ich rzutów 
na osi jakiejkolwiek była zero; zatem dwie siły w równowadze 
powinny być równe i działać w kierunkach przeciwnych. Trzeba 
powtóre żeby summa momentów tych sił względem osi jakiejkol- 
wiek była zero; zatem dwie rzeczone siły równe muszą być wprost 
przeciwne. Go dowodzi wysłowionego twierdzenia. 


Wzajemnica nie zawśze prawdziwa. Albowiem, jeśli dwie siły 
równe i wprost przeciwne są przyłożone do jednego punktu, to 
oczywiście niszczą się między sobą; a jeśli są przyłożone do ciała 
bryłowego niezmiennego, to sobie czynią równowagę za pośrednic- 
twem tego ciała; ale, jeśli są przyłożone do ciała bryłowego od- 
kształcalnego, to się ani niszczą ani są w równowadze, i wpływają 
na kształt tego ciała. 


Drugie twierdzenie, którego ściśle dowieśdź należy, jest nastę- 
pujące 
Dwojan nie ma wynikowej. 


Mówić że dwie siły P i —P stanowiące dwojan mają wyni- 
kowę R, jest to samo co mówić że są w równowadze z siłą R' równą 
i wprost przeciwną tej wynikowej. Owóż, jeśli siły P, —P, R' są 
w równowadze, summa ich rzutów na osi jakiejkolwiek jest zero ; 
ale summa rzutów sił P i —P jest już zero, więc rzut siły R” 
musi być zero. бо wymaga żeby siła R” i temsamem R była zero. 
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Więc dwojan (P, — Р) nie ma wynikowej; a na mocy poprzedza- 
jacego twierdzenia nie może być w równowadze. 


Nie dziwnego że dwie siły, nieprzyłożone do tego samego punktu, 
nie mogą być zastąpione przez siłę jedyną, działającą napewny punkt. 
бо powinno zadziwiać to właśnie to że siły w liczbie jakiejkolwiek, 
przyłożone do punktów niezmiennie między sobą powiązanych Ө, 
mogą się zawsze sprowadzić do jedńej siły albo do dwóch najwięcej. 


Wyłożyliśmy już na właściwem miejscu ogólną teoryę dwojanów, 
nie potrzebujemy jej powtarzać ; dodamy tylko kilka słów objaśnia- 
jacych ten ważny przedmiot. 


Zobaczmy jak dwojany figurują w sześciu ogólnych równaniach 
równowagi. * 


Widzimy najpierwej że dwojany znikają zupełnie w trzech ró- 
wnaniach rzutów ; bo oczywiście rzut sił dwojanu na osi jakiejkol- 
wiek jest zero. 


Go do momentów sił względem trzech osi prostokątnych, te mo- 
menta, jakośmmy okazali w numerze 56, są właśnie momentami 
linijnemi dwojanów składowych względnie do tych osi. Teorya 
dwojanów jest poprostu teorya momentów sił, która niejako ożywia 
tę część Mechaniki. Owoż, wiedząc że wieloczyn Pp znaczy mo- 
ment linijny dwojanu, a rzut tego mementu na osi 07, naprzykład, 
wyrażony przez Ppdosv jest to samo co moment siły Р względem 
tej osi wyrażony przez Pqwsty, pojmujemy łatwo że summa mo- 
mentów 511 względem osi wyraża summę rzutów dwojanów na tej 
osi ; więc dwojany wchodzą do ogólnych równań równowagi takim 
samym sposobem jakim wchodzą siły, to jest przez rzuty na trzech 
osiach prostokątnych. Ztąd wynika już wiadome ale jeszcze więcej 
zogólnione twierdzenie : 


Można zawsze przenieść dwojan na jego płasczyznie, albo na płasczy- 
znie równoległej, i obrócić go na tych płasczyznach, а nawet zmienić 
siłę t ramie dźwigni; byle tylko nie zmieniono momentu ani strony 
obrotu, skutek działania dwojanu zostanie ten sam. 


Przez działania dwojanu trzeba zawsze rozumieć niezależne dzia- 
łanie jego sił na ciało do którego są przyłożone, Owoż, jakikolwiek 
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est skutek tych dwóch działań, których żadną pojedyńczą siłą za- 
stąpić nie można, jeśli ogólne sześć równań równowagi sprawdzają 
się z pierwszym dwojanem, to się jeszcze sprawdzą z drugim ; albo- 
wiem dwojan wchodzi tylko do tych równań przez wieloczyn Pp 
który przypuszczamy stały, i przez kierunek swojej płasczyzny który 
przpuszczamy także niezmienny. 


RÓWNOWAGA CIAŁ BRYŁOWYCH CIĘŻKICH. 


332. PRACA POCHODZĄCA Z CIĘŻKOŚCI. Jakikolwiek jest układ ma- 
teryalny ciężki, czy jego cząsteczki składowe są w spoczynku czy 
też w ruchu jedne względem drugich, jeśli, biorąc go taki jaki 
istnieje w danej chwili, przypuścimy że stał się niezmiennym co do 
kształtu, ten układ, przekształcony idealnie na bryłowy niezmienny, 
będzie miał środek ciężkości w chwili uważanej. Oczywiście tak 
określony środek ciężkości nie jest punktem przyłożenia wynikowej 
działań ciężkości na wszystkie cząstki układu; bo nie można składać 
sił które działają na te cząstki osobne i mogące się poruszać nicza- 
leżniej jedne od drugich; ale, uważając tego rodzaju środek ciężkości, 
uprości się wyrażenie pracy wydanej przez ciężkość. 


Niech będzie p ciężar cząsteczki jakiejkolwiek układu materyal- 
nego, z jej odległość od płasczyzny poziomej, wziętej za płasczy- 
те ту na początku czasu w którym chcemy obrachować pracę; 
niech będzie tak samo P ciężar całego układu materyalnego, i z, 
rzędna jego środka ciężkości. Praca odpowiedająca ciężkości wyraża 
się przez 


zpdz. 


Owoż, własność środka ciężkości układu materyalnego, uważa- 
nego jako bryłowy niezmienny, daje 


zpz = ра; 
ткай, różniczkując, wynika 


zpdz = Pdzy. 
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Więc praca pochodząca z działania ciężkości na układ materyalny, 
przez czas dt, jest równa pracy którąby rozwinęła, w tym samym 
czasie, siła równa ciężarowi P układu i przyłożona do jego środka 
ciężkości. 


333. RÓWNOWAGA WZGLĘDNA CIAŁ NA ZIEMI. Wszystko co powie- 
dziano o równowadze względnej punktu materyalnego, stosuje się 
oczywiście do równowagi jakiegokolwiek układu punktów mate- 
ryalnych. Ta równowaga przywodzi się do równowagi samoistej, 
jeśli do sił, rzeczywiście przyłożonych do różnych punktów, zostaną 
przydane siły pozorne odpowiedające tym punktom. Zatem, stosując 
do: wszystkich sił razem, tak rzeczywistych jak pozornych, twier- 
dzenie pracy przysposobionej , otrzyma się równania którym te siły 
zadość czynić powinny żeby układ materyalny był w równowadze 
względnej, to jest nie wychodził ze stanu spoczynku względnego, 
jeśli się w nim pierwotnie znajduje. | 

Owoż, w równowadze względnej punktu materyalnego, z dwóch 
sił pozornych zostaje tylko siła bezwładności odpowiedająca jego 
rzeczywistemu ruchowi uniesienia ; siła odśrodkowa składana jest 
zero, ро 0" =0. Jeśli zatem, między siłami istotnie działającemi 
na punkt materyalny, będziemy uważali same tylko przyciągania 
których on doznaje od mass ziemi, słońca i księżyca, i złożymy 
je z rzeczoną siłą bezwładności, otrzymamy wynikowę która będzie 
właśnie ciężarem punktu materyalnego, a jej kierunek będzie kie- 
runkiem pionowej odpowiedającej położeniu tego punktu. Więc, 
aby przyrównać stan spoczynku ciała na ziemi do równowagi sa- 
moistej, dość jest uważać ciężar każdego z jego punktów materyal- 
nych jak gdyby to była siła rzeczywiście do niego przyłożona wedle 
pionowej miejsca, i wyrazić że ten ciężar zarazem z innemi siłami 
rzeczywistemi, prócz przyciągań już wchodzących do ciężaru, two: 
rzy układ sił które zadość czynią równaniom równowagi, danym 
przez twierdzenie pracy przysposobionej. Chcąc zaś wyznaczyć wiel- 
kość i kierunek ciężaru każdej cząstki ciała, a temsamem ciężar całego 
ciała uważanego jako bryła niezmienna, niema potrzeby wykony- 
wać składania sił które go tworzą; doświadczenie daje wprost 
wielkość i kierunek ciężaru ciał na powierzchni ziemi. Ten ciężar 
ciał ziemskich i kierunek pionowej miejsca, jako już wiemy (291), 
zmieniają się okresowo w każdej dnia godzinie. Ztąd wynika że 


ZASADY PRĘDKOSCI PRZYSPOSOBIONYCH. _— 521 


równowaga ciał na ziemi ciągle się zmieniać musi. Ale te zmiany 
są tak małe że dostrzedz ich skutków prawie nie można, a tylko 
w bardzo rzadkich przypadkach oceniać je wypada; dlatego uważa 
się zwykle ciężary cząstek ciał leżących na ziemi jako siły stałe 
z wielkości i z kierunku. 


384. RÓWNOWAGA CIAŁ CIĘŻKICH MAJĄCYCH ZWIAZKI. Uważajmy 
układ materyalny, mający związki takie jakieśmy określili w nu- 
merze 327, i poddany działaniu samej ciężkości. Aby podobny 
układ materyalny był w równowadze, trzeba i dość jest żeby summa 
prac przysposobionych, wykonanych przez ciężary cząstek układu, 
była zero dla wszelkiego przemieszczenia przysposobionego zgodnego 
ze związkami. Co daje 


zpóz = Рд, = 0; 


więc powinno być 
DZf-=10. 


Ztąd ogólne twierdzenie : Aby układ materyalny ciężki, ze związ- 
kami, byt w równowadze, trzeba i dość jest żeby, dla. wszelkiego ru- 
chu zgodnego ze związkami, środek ciężkości zostawał na płasczyznie ` 
pionowej. 


Wynika z istniejących związkow układu materyalnego ciężkiego, 
że środek ciężkości może się tylko poruszać na pewnej linii albo 
na powierzchni ; więc ten układ będzie w równowadze, gdy środek 
ciężkości weźmie położenie najniższe albo najwyższe możebne, 
to jest gdy zajmie punkt w którym styczna do przebieganej linii, 
albo płasczyzna styczna do przebieganej powierzchni, jest pozioma, 
a temsamem gdy ta powierzchnia jest płasczyzną poziomą. W pierw- 
szym przypadku (położenie najniższe), mówi się że równowaga jest 
stała, bo układ nieco oddalony od położenia równowagi wraca do 
niego, oscyllując jako wahadło; w drugim przypadku (położenie 
najwyższe) równowaga jest niestała, bo układ jakkolwiek mało od- 
dalony od położenia równowagi nie wraca juź do niego, oddalając 
się coraz więcej. Nakoniec, gdy środek ciężkości porusza się na 
płasczyznie poziomej, układ jest w równowadze we wszystkich po- 
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łożeniach, i dla tej przyczyny mówi się że równowaga jest obojętna. 
Równowaga jest jeszcze obojętna gdy środek ciężkości zostaje zawsze 
w tym samym punkcie przestrzeni, jakiekolwiek dano przemieszcze- 
nia różnym częściom układu. 


335. MOSTY ZWODZONE JARO PRZYKŁAD RÓWNOWAGI OBOJETNEJ. PO- 
most AB mostu zwodzonego jest ruchomy około osi pionowej A; 


dwa łańcuchy Вб, łączące dwa boki mostu z krańcami dwóch belek 
równoległych, tworzą ramy ruchome około osi poziomej .E; cię- 
żar Q, utrzymany przez te belki służy do równoważenia pomostu. 
Wzięto długość ЕС = AB, i dano łańcuchom długość ВС = AE. 
Tak utworzona figura ARCE jest równoległobokiem, we wszys- 
tkich położeniach które można dać układowi, obracając związane 
belki około osi Е i pomost około osi A, a łańcuchy nie przestają 
być wytężone. W tym ruchu, kąt pod którym pomost obraca się 
około osi A jest równy kątowi pod którym belki obracają się, 
w tym samym czasie, około osi E. Niech będzie G środek cięż- 
kości pomostu, G” środek ciężkości wiązania dwóch belek i cię- 
Хати Q który na niem jest położony. Wyznaczono ten ciężar О i jego 
położenie na wiązaniu tak żeby linia EG” była równoległa do GA. 
Łatwo się pojmuje że można wszystko urządzić w sposób żeby śro- 
dek ciężkości całego układu znajdował się zawsze w punkcie O le- 
żącym na prostej AE. 


Wynika ztąd że most zwodzony, zbudowany jakośmy powiedzieli, 
zostaje w równowadze obojętnej we wszystkich położeniach które 
mu dać można, obracając związane belki około osi E. 

Zamiast przyczepiać łańcuchy, które utrzymują pomost, do belek 
zaopatrzonych przyzwoitym ciężarem, zwykle przeprowadza się te 
łańcuchy przez krążki umieszczone ponad pomostem, przywieszając 
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do ich skrajności ciężarki trzymające w równowadze ciężar pomostu. 
Można jeszcze zmusić te ciężarki do ślizgania się po liniach krzy- 


wych stałych, aby tężność każdego łańcucha zmieniała się w miarę 
jak pomost jest mniej albo więcej wzniesiony. Jeśli wyznaczono te 
krzywe stałe tak, żeby środek ciężkości całego składu pomostu, 
łańcuchów i ciężarków zostawał zawsze na jednej płasczyznie po- 
ziomej, most zwodzony będzie w równowadze obojętnej we wszyst- 
kich położeniach możebnych. 


Most zwodzony jednego i drugiego rodzaju nie wchodzi zupełnie 
do przypadku układów materyalnych mających związki któreśmy 
uważali. Oś pomiostu i oś związanych belek doznają tarcia, a 
ciężarki ślizgają się także z pewnem tarciem wzdłuż linij stałych 
na których zostawać muszą. Ale można, w budowie mostów zwo- 
dzonych, nie zważać па te wszystkie tarcia, i rozumować jak gdyby 
ich nie było. Albowiem, jeśli urządzono most zwodzony sposobem 
żeby zostawał w równowadze obojętnej we wszystkich położeniach 
które brać powinien, w przypadku w którymby nie było tarcia 
w żadnej jego części, to oczywiście zostanie tem bardziej w równo- 
wadze w każdem z tych położeń, gdy się do nich różne tarcia przy- 
łączą. 


336. Zakończymy roździał kilkoma słowami o równowadze ciał ` 
ciężkich stojących na płasczyznie poziomej, i poddanych siłom które 
je wywrócić mogą. 

Trzy są warunki równowagi tych ciał : 

Pierwszy : żeby ciało nie mogło się ślizgać. Zwykle temu warun- 
kowi staje się zadość. Mur nie ma w ogóle dążności do ślizgania 
się na gruncie na którym go postawiono; chyba że grunt jest śliski, 
jakoby mydlany; co się rzadko zdarza. 
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Drugi warunek : żeby ciało nie mogło być wywrócone około je- 
dnej ze swoich krawędzi. Dla dopełnienia tego warunku, trzeba 
żeby pionowa GO środka ciężkości padała wewnątrz wielokąta 
wypukłego ABCDE, który zawiera wszystkie punkta zetknięć pod- 
stawy ciała z płasczyzną poziomą. Albowiem gdyby ta pionowa 


GEST Seb 
Б К >р 


У 


0 


padała zewnątrz, па przykład w punkcie G’, ciężar ciała usiłowałby 
je wywrócić około krawędzi AB; oddziaływania punktów oparcia 
nietylkoby się nie sprzeciwiały temu wywrotowi, ale owszem dzia- 
łałyby w jego stronę. Niech będzie P ciężar ciała, / najkrótsza 
odległość pionowej środka ciężkości od najbliższego boku wielo- 
kata ABCDE; wieloczyn P? nazywano dawniej momćntem sta- 
teczności ciała. Oznaczmy przez Sh moment siły S względem pewnej 
krawędzi około której ma dążność do wywrócenia ciała; ponieważ 
moment P/ ciężaru tego ciała usiłuje utrzymać je na miejscu, więc 
ścisła równowaga wymaga żeby było 


SĄ = РЇ. 
Wieloczyn P/ wyraża moment maximum jaki siła S miećby 


mogła nie wywracając ciała. 


Nakoniec trzeci warunek równowagi ciała stojącego na płasczy- 
znie poziomej : nie trzeba żeby na przykład mur zgniotł się pod 
ciężarem który wytrzymuje. Niech P oznacza całe parcie, Q po- 


wierzchnię partą; stosunek ш będzie parciem średniem na jed- 


ność powierzchni. Trzeba więc żeby stosunek NE przechodził 


wytrzymałości muru przeciw zgnieceniu. To wszystko nie wystarcza 
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jeszcze; trzeba nadto wiedzieć jak się całe parcie rozdziela na 
wszystkie części muru, aby być pewnym że w każdym punkcie 
parcie na jedność powierzchni nie jest dość mocne żeby sprawić 
mogło zgniecenie. Ale tu niema nie pewnego; są tylko przypuszcze- 
nia, więcej niż zaprzeczalne, których żadnem doświadczeniem spraw- 
dzić nie zdołano. Nie będziemy ich rozbierali, bo ta rzecz, dotycząca 
wytrzymałości materyałów, do Mechaniki zastosowanej należy. 


KONIEG TOMU PIERWSZEGO. 


NOTY I DODATKI 


NOTA PIERWSZA 


DRUGIE DOWODZENIE RÓWNOLEGŁOBOKU SIŁ. 


TWIERDZENIE. Wynikowa dwóch sił przyłożonych do jednego punktu ma- 
teryalnego, w dwóch kierunkach jakichkolwiek, jest przedstawiona co do 
kierunku i do wielkości przez przekątnę równoległoboku, wystawionego na 
dwóch prostych które przedstawiają te siły co do kierunku t do wielkości. 


Niech będą dwie siły spółmierne Р і Q; dla utkwienia myśli, przypuśćmy 

== 5f, О == 3f. Jeśli na kierunkach sił Р i Q weźmiemy dwie proste АВ 
i AG proporcyonalne do liczb 5 i8, i wystawimy na nich równoległobok ABDC, 
przekątna AD, wyznaczy kierunek wynikowej tych sił. Na dowodzenie tego, 
podzielmy bok AB na 5 części równych a рок AG na З części równe; te 
części równe będą wyrażały wielkość i kierunek sił f па któreśmy rozłożyli 
siły P i Q. Nareszcie, przez punkta podziałów poprowadźmy, do boków 
AB i AG, równoległe które podziela równoległobok na ukośniki równe. To 
uczyniwszy, uważajmy że, w ukośniku AEGF wynikowa dwóch sił f, wyra- 
żonych przez АЕ і AF, ma kierunek dwójsiecznej AG kątów A і ЕОР; ta 
wynikowa przeniesiona do punktu G, rozkłada się na swoje składowe w kie- 
runkach GO i GI. Go pokazuje że w ukośniku AEGF można przenieść siły 
AE i AF do wierzchołka С na boki FG i EG. Następnie w ukośniku ЕСІП, 
można przenieść: siły FG i FH do wierzchołka I na boki НІ i GI; 1 tak 
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dalej. 1ай wynika że można uważać siły AE i AG jako przyłożone do punktu І. 
i wyrażone przez boki CL i EL. Zatem, można podobnie uważać siły EM 
i EL jako przyłożone do punktu N i wyrażone przez рокі LN i MN; itak 
dalej aż się dojdzie do boku BD. i 


Tym sposobem siła AG zostaje przeniesiona na kierunek BD, a siły skla- 
dające siłę AB na kierunek CD. Więc, nie naruszając skutku sił AB i АС, 
można je uważać jako przyłożone do punktu D w kierunku GD i BD; co 
dowodzi że punkt D należy do wynikowej tych sił. Ztąd wnosimy że wynikowa 
sił spółmiernych Р і Q, przechodząca przez punkta А і D, ma kierunek 
przekątnej równoległoboku wystawionego na liniach prostych AB i AG które 
przedstawiają te siły, co do wielkości i do kierunku. 


NOTA DRUGA. 


TEORYA MOMENTÓW SIŁ, 


Daliśmy już w tekscie wszystkie twierdzenia dotyczące momentów sił, uwa- 
żając je jako własności dwojanów; wyłożymy w obecnej nócie teoryę tych 
momentów niezależnie od dwojanów, aby mogła służyć tym którzy się bez 
dwojanów obywają. 


4. MOMENT SIŁY WZGLĘDEM PUNKTU. Nazywa się momentem siły względem 
punktu wieloczyn tej siły przez odległość jej kierunku od tego punktu. I tak, 
ćśli z punktu O spuścimy prostopadłę OE na kierunek AB siły P, wielo- 
czyn P.OE albo Pp będzie momentem siły względem punktu O. Punkt O 
nazywa się środkiem momentów. 


TWIERDŻENIE. Gdy siły leżą na jednej płasczyznie, moment wynikowej 
tych sił względem jakiegokolwiek punktu ich płasczyzny jest równy summie 
algebrycznej momentów sił składowych. 


1° Niech będa najpierwej dwie siły Р, P” przyłożone do jednego punktu А, 
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Jeśli na dwóch prostych AB, AG które przedstawiają wielkość i kierunek tych 
dwóch sił, wystawimy równoległobok, przekątna AD będzie przedstawiała 
wielkość i kierunek ich wynikowej R. Weźmy teraz zewnątrz kata BAC, na 
jego płasczyznie, jakikolwiek punkt O, i spuśćmy na kierunki trzeh sił Р, P/, R 
prostopadłe OE, OF, OG. Trzeba dowieśdź że 


(1) R.0G = P.OE -+ P'.OF. 


Te trzy wieloczyny są podwójną miarą odpowiednych trójkątów OAD, OAB, 
OAG, mających spólny wierzchołek O i podstawy AD, AB, AG; dość więc 
okazać że trójkąt OAD jest równy summie trójkątów OAB i OAC. Owoż, 
trzy wymienione trójkąty mogą być uważane jako mające spólną podstawę ОА, 
i wysokości DD”, ВВ”, CC’; zatem twierdzenie będzie dowiedzione jeśli oka- 
żemy ѓе wysokość DD” jest równa summmie wysokości BB! i 0C. 

W tym celu, z wierzchołków В і С spućmy na DD’ prostopadłe ВН i CK. 
Widzimy zaraz że wysokość BB'=HD'; a wysokość OC, równa rzutowi 
KD’ boku AG na DD”, jest równa rzutowi DH boku BD, LO dwa boki AG 
i BD są równe i równoległe. Więc 


рр’ = DH + нр’ = ВВ/-Ь CC. 
Co było do okazania. 


Weźmy teraz punkt O wewnątrz kąta BAC, i powtórzmy poprzedzające 


wykreślenia. Trójkąty ОА”, ОАВ, OAG mają spólną podstawę ОА i wyso- 
kości DD’, BB’, CC. 

'Owoż, wysokość GG, równa rzutowi KD! boku GA na DD’, jest równa 
rzutowi DH boku DB, bo dwa boki GA i DB są równe i równoległe. Więc 


DD! = DH — D'A = CC — BB. 


:Со pokazuje że trójkąt OAD jest różnica trójkątów ОАО i ОАВ; zatem 


mamy, między momentami dwóch siłP, P' i momentem wynikowej R względem 
MECHANIKA, 3h 
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punktu wewnętrznego O następujące równanie 

(2) , R.0G6 = Р/.ОК — P. OE. 
Równanie (2) wywiedzie się z równania (1) jeśli przyjmiemy pewną ugodę 
znaków dla momentów sił. Jakoż, przypuszczając że punkta przyłożenia sił 
Р, р, R są przeniesione do punktów Е, Е, G, stale połączonych z punktami 
А i O, widzimy że na pierwszej figurze wszystkie trzy siły P,P, R mają 
dążność do obracania tej figury okolo punktu O w jedną stronę; przeciwnie 
na drugiej figurze, siły Б” i R mają dążność do obracania jej w jedną stronę 
a sita Р w stronę przeciwną : więc, jeśli damy znak -- momentom których 
siły obracałyby figurę w jedną stronę, a znak — momentom których siły obra- 
całyby tę figurę w stronę przeciwną, równanie (2) wejdzie do równania (4). 

Ogólne równanie (4) wyraża twierdzenie które podał VARIGNON : 

Gdy dwie siły są przyłożone do jednego punktu, moment wynikowej wzglę- 
dem punktu leżącego na ich płasozyznie, jest równy summie momentów tych 
dwóch sił. А, 

Za pomocą teoryi rzutów można latwo i ogólnie dowieśdź twierdzenia VA- 
RIGNON'A. 

Dość tylko uważać że wysokości ВВ’, СС’, DD’ są rzutami boków AB, АС 
albo BD, AD na osi AX prostopadłej do АО; a wiadomo (*) że rzuty dwóch 
dróg AD iAB +- BD па osi jakiejkolwiek są równe. Owóż, jeśli prosta AO leży 
zewnątrz kąta ВАС, boki AB i АС tworzą oba z pół-osią AX kąty ostre, 
więc ich rzuty są dodatne ; co daje DD'= BB +4 GG. Jeśli przeciwnie prosta 
АО wchodzi w kąt BAG, jeden z boków AB, AG tworzy z pół-osią AX kat 
ostry, drugi zaś tworzy kąt rozwarty, więc ich rzuty за znaków przeciwnych ; 
co daje рр’ == (ВВ' -– GQ). Tym sposobem równania (1) i (2) są dowie- 
dzione odrazu. : 


2 Niech będą dwie siły równeległe P, P’ 1 ich wynikowa R przyłożone 


Płyt в 


do punktów A, В, С. Twierdzenie VARIGNON'A stosuje się do tych sil, Jakoż, 


(*) Zobacz w naszej TRYGONONETRY! Teoryę rzutów prostolinijnych. 
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przez punkt O, wzięty na płasczyznie trzech sił równoległych, poprowadźmy 
prosię OK prostopadłą do ich kierunków. Mamy najpierwej 


РР 
BC AG 


aw irapezie AEFB równoległa: GG do podstaw daje 


EG__FG, 
АС Вб” 


-z tych dwóch proporcyj wynika 
P.EG=P.FG. 
Odnosząc tę równość do pierwszej figury, otrzymujemy 


P(0G — OE) = P'(OF — 06), 


zkąd 
(P + P').OG =P.OE +- P.OF 
i albo 
(3) R.OG = P.OE + P'.OF. I 


Odnosząc powyższą równość do figury (2), znajdziemy 
P(0G — ОЕ) = P'(OF + Об), ] 
'zkad ; 
(P — P')0G =P.OE + P.OF; 
więc 
R.OG = P.OE +- Р'.ОЕ. 


Gdyby wzięto punkt О” między kierunkami sił Р, P’ wprost równoległych 
na pięrwszej figurze, a poza kierunkami sił przeciwnie równoległych na drugiej 
figurze, otrzymanoby równanie momentów 


(4) ' R.0'6=P.O/F = P.OFE. 
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To równanie wejdzie do (4), jeśli momentom sił będą dane znaki siosowne 
do już przyjętej ugody. ў 

3° Uważajmy szczególny przypadek w którym punkt О jest wzięty na kie: 
runku wynikowej; wtedy OG = 0, i równanie momentów staje się 


Ro PP: 


Р.ОЕ — Р'.ОЕ = 0 albo · ОТ ОЕ’ 


= 


co widoczne a priori. 


Niech będą teraz jakiekolwiek siły Р, р, PV,... w liczbie n, leżące na 
jednej płasczyznie. Przypuszczając że te siły mają wynikowę R, nazwijmy ` 
R, R’, К”... wynikowe które się otrzymuje składając po kolei siły Р і Р”, 
RiP А” i P”, i oznaczmy przez p, p, р",... 1,17, 1',... ойро- 
wiedające odległości tych sił od punktu O wziętego na ich płasczyznie; 
będzie 

Rr = Pp + рр’, 
Ат" == Rr! + PDU, 


Rr = А01) pln —1) + р‘ 1 рб" 
Кай, dodając, wyniika ogólne równanie 


Rr = Pp + P'p' + PVP! +... = Pp, 


które dowodzi wysłowionego twierdzenia momentów sił względem punktu. 


Uwaga. Jeśli środek О momentów znajduje się na wynikowej, będzie 
т= 0; zatem 


To znaczy że wtedy summa momentów, których siły mają dążność do obracania 
figury w jedną stronę, jest równa summie momentów sił któreby ја mogły 
obracać w stronę przeciwną. Nawzajem, jeśli samma algebryczna momentów 
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sił względem pewnego punktu ich płasczyzny jest zero, będzie Rr = 0; wtedy, 
przypuszczając że R nie jest.zero musi być r= 0, to jest punkt О musi 
leżeć na Kiet unku wynikowej R. 


II. MOMENTA SIŁ WZGLĘDEM PŁASCZYZNY. Gdy siły działające na układ mate- 
ryalny są równoległe w przestrzeni, wtedy, do wyrażenia równowagi albo do 
wyznaczenia kierunku wynikowej, wchodzą innego rodzaju momenta które 
teraz wyłożymy. 


Nazywa się momentem siły względem płasczyzny, równoległej do jej kie- 
runku, wieloczyn tej siły przez jej odległość od płasczyzny. Ta odległość może 
być brana niekoniecznie na prostopadłej do płaszczyzny, ale tylko na równoległej 
do danej prostej. 


TWIERDZENIE. Moment wynikowej, ilukolwiek sił równoległych, względem 
płasczyzny jest równy summie algebrycznej momentów tych sit. 


Niech będą najpierwej dwie siły równoległe P, P' i ich wynikowa R, 


przyłożone do punktów A, B, G;i płasczyzna M równoległa do ich kierun- 
ków. Przezę punkta A, В, С poprowadźmy do tej płasczyzny prostopadłe 
АА’, ВВ, GG, i przypuśćmy że prostażAB spotyka płasczyznę М w punk- 
cie, O. Jesli weźmiemy momenta sił względem punktu O, będzie 


Rr = Pp + P'p'. 


Owoż, odległości -r, p, p” punktu O od kierunków sił równoległych СВ, 
AP, BP ва proporcyonalne do OG, ОА, OB, te zaś są proporcyonalne do 
СС’, АА’, BB'; więc podstawiając w równaniu ostatnie odległości za pierwsze, 
otrzymujemy 


(5) R.GQ' = P. AA’. 4-P/.BB'. 


` Gdy prosta AB jest równoległa do płasczyzny M, twierdzenie jest przez się 
oczywiste, 
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UwaGA. Dowodzenie nie wymaga żeby proste АА’, ВВ’, СС” były prosto- 
райе do płasczyzny M : dość tylko żeby one były równoległe do (jednego kie- 
runku. Więc twierdzenie zgadza się z wyłożonem w tekscie; byle tylko dano 
znak -+ siłom które działają w jedną stronę a znak — tym; które działają 
w stronę przeciwną, i uważano za dodatne albo odjemne rzędne AA’, ВВ’, GC, 
według jak punkta A, В, С są z jednej albo z drugiej strony płasczyzny M. 

Gdy liczba sił równoległych jest większa od dwóch, zogólnia się równanie (5) 
już wiadomym sposobem. 


III. MOMENTA SIŁ WZGLĘDEM OSI. Nazywa się momentem siły względem osi 
wieloczyn rzutu tej siły na płasczyznie prostopadłej do osi przez najkrótszą 
odległość siły i osi. Teorya tych momentów jest dostatecznie wyłożona w tekscie 
n"o 56 i 58. Nadto, dowiedliśmy wprost, za pomocą pracy przysposobionej, że 
moment wynikowej względem ost jest równy summie alyebrycznej momentów 
sił składowych. 


Nakoniec, trzeba uważać że momenta siły względem punktu i względem płas- 
czyzny są szczególnym przypadkiem jej momentu względem osi. I w samej 
rzeczy, moment siły względem punktu jest jej momentem względem osi prze- 
chodzącej przez ten punkt i prostopadłej do płasczyzny siły i punktu; a zaś 
moment siły względem płasczyzny jest jej momentem względem osi leżącej 
na tej płasczyznie i prostopadłej do kieranku siły. Więc właściwie jest tylko 
jeden rodzaj momentów sił, moment względem osi. 


SKŁADANIE SIŁ JAKICHKOLWIEK PRZYŁOŻONYCH DO CIAŁA 
BRYŁOWEGO NIEZMIENNEGO. 


TWIERDZENIE. Wszelki układ ;sił przytożonych do ciała bryłowego nie- 
zmiennego może się zawsze przywieśdź do dwóch sił najwięcej, z których, 
jedna przechodzi przez punkt dany. 


Niech będzie ciało bryłowe niezmienne, do którego punktów m, m’, т!!,... 
są przyłożone siły Р, P’, P”... Weźmy dowolnie trzy punkta A, В, С tego ciała, 


NOTY I DODATKI. · 53b 


albo punkta-z niem stale połączone. Jesli punkt przyłożenia m siły P leży ze- 
wnątrz płasczyzny ABC, możemy rozłożyć siłę P na trzy inne wedle kierunków 
mA, MB, то, i przenieść punkta przyłożenia trzech składowych do A, B, С; 
a jeśli punkt przyłożenia jakiej siły jest па płasczyznie АВС, to możemy rozło- 
żyć tę siłę na składowe równoległe przyłożone w А, В, С. Rozkładając podobnie 
wszystkie siły przyłożone, przeksztalcimy cały układ na trzy grupy sił mających 
punkta przyłożenia w A, В, С. Owoż, każda z tych grup może być zastąpiona 
‘przez jedną siłę; więć tym sposobem układ sił przyłożonych do ciała bryłowego 
przywodzi się do trzech sił R, S, T przyłożonych do punktów А, В, С. 


Przypuśćmy teraz że punkt A jest dany; przez prosię AB i przez kierunek 
siły S poprowadźmy płasczyznę ABS; tak samo, przez prosię AG i kierunek 
siły T poprowadźmy drugą płasczyznę ACT, która przelnie pierwszą wedle 
prostej AD. Weźmy na AD jakikolwiek pankt O, i połaczmy go niezmiennie 
"z uważanem ciałem ; poczem, rozłóżmy siłę S na dwie inne wedle kierunków 
‚ВА, BO, i przenieśmy punkta przyłożeń tych dwóch sił do A i O; rozłóżmy 
podobnie siłę Т na dwie inne wedle kierunków СА, GO, i przenieśmy 
punkta przyłożeń do A i O. Tak postępując, widzimy że wszystkie siły przy- 
łożone do punktu A składają się w jedną siłę U, a dwie siły przyłożone do O 
w jedną siłę V. Więc wszystkie siły P, Р’, Р”... przyłożone do ciała bryłowego 
niezmiennego, przywodzą się do dwóch sił U i У, z których pierwsza prze- 
chodzi р. лел dany punkt А ; druga przechodzi przez punkt dowolny O, wzięty 
na przecięciu się płasczyzn ABS, АСТ, albo tylko spólny tym plasczyznom 
jeśli one schodzą się w jedną. 

Та dawna metoda, sprowadzania wszystkich sił działających na ciało bryłowe 
niezmienne do dwóch sił równowartych U iV, jest jeszcze dotąd często używa- 
na przez wiele autorów. Ale niezawodnie nowa metoda, przywodząca wszystkie 
siły układu do jednej siły i do dwojanu, ma niezaprzeczalną wyższość w tem 
że jasno i wydatnie pokazuje wynikowe przeniesienia, która, jakośmy widzieli, 
gra tak wielką rolę w Dynamice. 

. Niema zapewne potrzeby. dodawać że dwie siły U i V moga być w równo- 
wadze, mieć,wynikowę, albo nakoniec nie być na jednej płasczyznie. 
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NOTA TRZECIA. 


W wyznaczaniu środka ciężkości cykloidy (n"° 98), rachunek rzędnej y1 
przedstawia trudność całkowania wprost, która najznakomitszych nawet mate- 
matyków zatrzymała. бтокм, na jednej z prelekcyj Mechaniki rozumowej, 
którą wykładał w Sorbonie w Paryżu 1840 T., przezwyciężył tę trudność, bar- 
dzo dowcipnem i pięknem zastosowaniem całkowania przez części. Oto jakim 


sposobem : 
ОТЕ loda згіб 
5у‹==2 | Yda = о 00 — | aydy. 
2 2 0088 


Owoż, 


2a — © 
dy =d ; 


podstawiając tę wartość będzie 
JED = yVa За — ada 


3 da 


2 j- запа уу Н a + dæ 
= —zya (24 — oj 4-3 Ne (2a — ©) dy-+3 y2a—2) 05 
2 з а (е IE A d 
=— zyVa (2a — a) + 5 | (2а —w)dw + = (2a — w)ydy 
9202 ao cięć męskich SE 
=— фуу (2a — oj — (20 — а) +g ay IE ШЕ 
Кай 
Siyay = tya а) Мапа — wi z$ (2a — 2)? i a + С. 
Więc 


1 ый ыд. 
КУЙ =з +5700 — ©) V2aa — ©? + 5 (2а — а) гар — а аз. 
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NOTA CZWARTA. 


NOWA METODA DO WYZNACZENIA CAŁEK WIELOWNYCH, 
PRZEZ LEJEUNE-DIRICHLET. 


Comptes rendus hebdomadaires des séances de l’Académie des sciences de 
Paris, tome VIII, page 156, — 1839. 


Przedrukowane w piśmie : Journal de mathématiques pures et appliquées 
par M. J. LIOUVILLE. Tome IV, 1889 r. 


« Wiadomo że obliczanie i redukcya całek wielownych przedstawia ogólnie 
bardzo wielkie trudności, gdy nierówności warunków, które określają roz- 
ciągłość całkowań, zawierają zarazem wiele zmiennych. Zajmując się niektóremi 
kwestyami Fizyki matematycznej które zależą, ostatecznie, od obliczania pe- 
wnej klassy całek wielownych rzędu określonego, przyszedłem do metody która 
zdaje się zmniejszać, w wielu przypadkach, trudności o jakich: dopiero co 
mówiłem. Ta metoda polega poprostu na mnożeńiu wyrażenia do całkowania, 
przez czynnik którego wartość jest równa jedności w zakresie jaki całkowania 
mają obejmować, i który znika poza lym zakresem. A ponieważ wyrażenie 
różniczkowe, tak zmodyfikowane, może się całkować w granicach statecznych 
i bardzo prostych јако 0 i „ albo — о i so, kwestya będzie najczęściej 
daleko łatwiejsza do traktowania. Ten sposób postępowania zastosuję do nie- 
których szczególnych zagadnień. Na pierwszy przykład wybiorę tak sławną 
kwestyę przyciągań ellipsoid jednorodnych. Metoda zastosowana do tego za- 
gadnienia ma to znakomitego że rozwiązanie dla obydwóch przypadków punktu 
zewnętrznego i punktu wewnętrznego, które zawsze sprowadzano pierwszy do, 
drugiego, albo traktowano sposobami zupełnie różnemi, wynika z analizy 
jednostajnej która się rozciąga ogólnie do wszelkiej ustawy przyciągania 
proporcyonalnego do potęgi jakiejkolwiek, całkowitej albo ułamkowej, odle- 

© głości. Ta sama analiza przyprowadza zagadnienie do kwadratur, gdy gęstość, 
zamiast być stateczna, jest funkcyą stosunkową i całkowitą trzech spółrzędnych 
prostokątnych; ale, dla większej prostoty, przypuszczę gęstość stateczną iró- 
wną jedności. 


» Niech będą ©, y, = spółrzędne punktu jakiegokolwiek massy przyciągającej, 
a, b, c spółrzędne punktu przyciąganego. Połóżmy 


ӨЗ = (0 a) F (у — b)? -= (273 б); 
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r a Gi Р A я 
i niech będzie 6 ustawa przyciągania ; statecznę p przypuszcza się zawartą 


między 2 i 3, przypadek do którego łatwo sprowadzić wszystkie inne. То 

mając, kwestya przywodzi się do wyznaczenia potrójnej całki następującej, któ- 
хеј spółczynnik różniczkowy, wzięty względem a, daje składowę Dh 
równoległą do osi gów, którą oznaczę przez A. 


Ышш сун И JSC 


Owoż, ponieważ całka 


2 JB NSL? losgę do 
o W 


т 


jest równa jedności albo zeru, według jak stateczna dodatna g jęst mniejsza 
albo większa od jedności, ztąd wnosimy że -całka (1) jest częścią rzeczywistą 


„następującej 
2 20м Мо 
W =) sk 
+( ) = dawdydz 


р 
2 PALE би [г ое ЎА j 
Talpa e 3)“ роб 


:ćałkowania względem «©, y, z mogą się leraz rozciągać od— оо ай do о. 

Ша otrzymania potrójnej całki, względnej do tych niezmiennych, wyrazi się uła- 

mek -= = az przez całkę określoną, za pomocą, wiadomej formuły 
(г?) * 

EuLERA której dowiódł PorssoN, 'i która przypuszcza stateczne q i r do- 

¿datne i nadto r<1, 


G 


(2) „| gh үл? у ёз r(g)e* 
q 


Tym sposobem, zastępując р? przez jego wartość, będzie 


т 
бк о =: > P? PI, eieh 
wst o афф Me e U 


б=т 


C) Potęgownik (155 i 157), 


alb 
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U znaczy, dla skrócenia, wieloczyn trzech całek pojedynczych, z których całka 
względna do ©, na mocy wiadomej formuły pochodzącej z równania (2), jest 


al? A 
Ф ©) — 4 z = 
(5) оре) v= do = +$ er ш 


sę m 


Podstawiając tę wartość, i wartości dwóch innych całek podobnego kształtu, 


zastępując polem zmiennę 4 przezinną s taką żeby (=, różniczkując 


względem a, następnie uważając że 


SZ =ү—1е 
ү2 
А ; Pas а? b? 0% 
| czyniąc dla skrócenia с = ENO „ita 15 Fa TA 
znajdziemy 
= Ta KV 42Р. z 
= Vz ds KO DEAL. Falk 2 R vz wsto 
® (каг) AST FPE 5\3 s zw. 
2 VSS r-5)(--5) © ŚJ 3 


Ponieważ to wyrażenie powinno się zredukować do swojej części rzeczy- 
wistej, wszystko schodzi do tego żeby mieć 


со 
„2—37 EV PARE dh. 
9—= 
0 Ф 2 


Owoż, ta całka, zastępując w niej wstę przez wykładnikowe urojone, 
będzie bezpośrednio dana przez równanie (2), pamiętając że druga strona tego 


rh 
TA v= 
równania powinna być zastąpiona przez U E 
ma. 


odjemną. Znajduje się tym sposobem że część rzeczywista o którą chodzi jest 


‚› gdy q ma wartość 
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zero, ао’ 
ME 5 == st PZ 
т( MENEE i Н 
f ARAT P Tä PA 
за zr( = jas) 


według jak c>1 albo о< 1. 


: : . : 2 2 
I. Jeśli punkt przyciągany jest wewnętrzny, będzie 25 + SE = = ib 


zatem także c< 1, ponieważ zmienna s jest dodatna. Otrzymuje się więc 


poprostu 


roi UA 
al 


2an b2 


nan" оня | <: 
ea (з ДЕЗЕ ГА (+3) tez = kai 


II. Jeśli punkt jest zewnętrzny, wyznaczy się pierwiastek dodatny jedyny A 
równania c = 1, i będzie oczywiście с >> 1 albo c < 1, według jak s < à 
albo з > a. Więc wyrażenie dla A będzie w tym przypadku 


ШО, | ds s Ki Д (4- а? A| b2 ‚ҖЫ 
0р1): EIE = (2-5) VE :) (1-5) ats Es тА 


Jesli w tem ostatniem wyrażeniu napiszemy X -- s zamiast s, i jeśli uczy- 
nimy 


zł 
аж 06 ә 


С 
aż = 2, а= е2 =, V= jj 4 A=, C= 1 


c 


to ono weźmie taki sam kształt jaki się odnosi do punktu wewnętrznego ; co 
być powinno na mocy twierdzenia Pana Ivory, które, jak to już PoISSON 
uważał, rozciąga się do wszystkich ustaw przyciągania w funkcyi odległości. 
Niema zapewne potrzeby dodawać że analiza, klóraśmy dopiero co rozwinęli, 
stosuje się do wszelkiej całki mającej kształt podobny 'do kształtu całki (4), 
jakakolwiek jest liczba zmiennych którą może zawierać. » Е 


>, 


tk 
5 


с? 
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NOTA PIATA. 


SZEREG LAGRANGE/A JEST SZCZEGÓLNYM PRZYPADKIEM NASTĘPUJĄCEGO. 


Niech będzie funkcya F(z) w której 


(1) : z= fw + 1/(2)); 


Фф і f sa funkcye dane, œ zmienna jakakolwiek, х parametr mniejszy od 


jedności. Chodzi о to żeby rozwinąć Е(х) па szereg wedle potęg rosnących 
parametru a. 


Do tego rozwoju może służyć szereg MAKLAURINA, który daje 
®/а.Ё АЧ 
Fa) =F(ah Кү ш) Р тз а) 


Wskazy zero znaczą że trzeba najpierwej wziąć pochodnę funkcyi F(z) 
względem a, iw niej uczynić œ = 0. 


Trzeba więc przede wszystkiem szukać ustawy wedle której tworzą się te 
pochodne. Owoż, mamy 


d. а dF dz а. ПЕ dz 
w © 45 ОЬ йт 


Ztąd, rugując pochodnę cząsikową A , wywodzimy 


dz 

PACH da. 

(2) А Ta! os T F(z) T 
da 


Ale równanie (1) różniczkowane względem а i względem œ, które sa nie- 
zależne, daje i 


| = е.а) «Р 92) 
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ztąd wynika równość stosunków 


dz dz 
da > da Ca 0 А 
dz dz o, dz” dz 
m 7, нча, у кы LeS ш 
Ka) rafa 1+aflajg, 0 
Więc 
dz dz dz T dz 
(3) | I) a © a == zkąd da = (O) у 
Podstawiając tę: wartość w równaniu (2), otrzymujemy szukaną pochodnę 
pierwszą 
d.F(z) 27а d.F(z) 
(0 da. Z fz) ~de S 


мүрү 
albo, na mocy równań (8) i (4), 
BE) 1 „dz ФЕ GO dE 
da fo) (le) 95 gz Ее) gz (KA Gy): 
= ага) т E” 
Więc 
È Ф.Е(2) 0.0, 4d.F 
©) \ m = gol (AP zy! 


Kontynując rachunek takim samym sposobem, znajduje się łatwo pochodnę 
trzecią i 


| d3.F d2. d.F 
(6 ы = gafa |. 


Ustawa się uwydatnia ale tylko przez analogię. Trzeba więc jej dowieśdź. 


NOTY I DODATKI. 


543 
Owoż, jeśli ta ustawa jest prawdziwa dla pochodnej nto względem a to będzie 
prawdziwa dla ШШ үп n--1. Przypuśćmy tedy że jest 


O dn.F(z) _ dai, 


7 фањ dą (fe j m b 


i weźmy pochodnę następującą; różniczkując względem « znajdujem y 
dn+1,P(z) дһ, PA. ИИС о 
"лү == фа MAPA gą Gg + far (да) SE | 
albo 
dr+1,F(z dn, dz d.F dz d.F 
JE = ут |Ma) Эа мы КЛ Ө a mag 


ү | | 
da? 


z ош 


mamy nakoniec równanie 


dRELE(Z) а^. уна Ё d.t 
"йт = gan "+! 1a |” 
które sprawdza założoną ustawę. A ponieważ ta ustawa jest wprost dowiedziona 
dla pochodnej drugiej, więc jest prawdziwa 
То ustaliwszy, podstawmy w szeregu MAKLAURINA wartości wszystkich po- 


chodnych czyniąc w nich о = 0, otrzymamy szereg ogólny 


© ra= i o 201 E> 


Portian i |, 


Jeśli teraz weźmiemy z =Œ + a/(ż), będzie 


d.F(z A i 
Қара (209) = ro) 
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i szereg zamieni się w następujący 


Z ostatniego szeregu wywodzi się, jako przypadek szczególny, szereg podany 
przez LAGRANGE'A. Dość tylko położyć 


F(z) =z =% + 22). 
będzie Е! (а) = 1, 1 szereg stanie się 


a а. a3 


2 
U s=apafa tE дарр af. 


а" т—1 


d . 
e тиейт ЛО е р. 
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Stronica Wiersz 
48 6 
51 44 
58 Д 
72 44 od dołu 
117 8 od dołu 
178 11 
181 6 
218 13 od dołu 
258 2 od dołu 
255 7 od dołu 
266 18 
972 2 
295 18 


WAŻNIEJSZE OMYŁKI DRUKU. 


Zamiast Czytaj 
składawnych składanych 
=: = 0 
1ге które 
było była 
Үу?ау — №? V2ay— y? 
daj-my dajemy 
zcałkójmy zcałkzjmy Е 
pochodne а, Ё, 4, pochodne względem о, 8, у. 
wiec więc 
zatrzymają zatrzymują 
6 | 
kańcu końcu 
— 3 Vav — 2 Vw 


304 Tak wysłowić ZAGADNIENIE IV : Punkt materyalny, przyciągany przez 
środek posiadający moc przyciagającą proporcyonalng do odległości, prze- 
biega ruchem jednostajnym linię prostą, i kierunek jego prędkości początko- 
wej jest na jednej płasczyznie z ta prostą. Wyznaczyć równanie ruchu. 


307 
824 


326 
326 


329 


6 MT — MT = å, MT'—MT = А0, 
2 —р БУЙ! 
2 vite Vi+p 
= 1 
6 Vitr? 54 1-77 
7 od dołu Zkąd Ztąd 
dy da 
1 od dołu йр Y TE 
14 od dołu AB; AB, 
3 powierzchnię powierzchnie 
9 było był 
db, „db db db db! db"! 
5 ма p NM хае „pęk ә 
5 (aga qi te a)" (carta 1 Ha! Ж )" 
11 od dołu nazwaną nazwana 
10 skórczoną skurczoną 
Й G G 
9 — 106 9.106 
1 pojedyńczą pojedynczą 


MECHANIKA. 


TYMŻE SAMYM NAKŁADEM WYSZŁY 
W DZIEDZINIE MATEMATYKI : 


1. NORZEWSKI Коси. Nouvelle théorie des proportions et progressions har- 
moniques avec ses applications à la géométrie. Paris, 1852, іп-8°, avec 
planches (wyczerpane). 

2. а, Н. NIEWĘGŁOWSKI, professor analizy w Szkole wyższćj Polskićj Montpar- 
nasse, egzaminator matematyki w. liceum Świętego Ludwika. Arytmetyka 
z teorya przybliżeń liczebnych i t. d. (Kurs zupelny, zawierający działania 
skrócone, błędy samoistne i względne ; noty dotyczące własności liczb, wiele 
rozwiązanych zagadnień ićwiczenia), in-89, stron 352. Paryż, 4866. Сепа1 tal. 
10 srg. 

3. — Geometryt część Т. Geometrya płaska, (wydanie drugie) w Paryżu, 4868r., 
stron 486, їп-8°, figury w tekscie. Cena 1 talar 10 srg. 


4, — Geometryt część I i II, kurs zupełny, drugie wydanie całkiem przero- 
bione, zawierające całą geometryę starożytnych i metody geometryi nowo- 
czesnćj (pierwsze wydanie z 1852 roku). Paryż, 1868, іп-8°, stron үш i 778. 
Cena 2 tal. 20 srg. } 


5. — Trygonomelryu prostolinijna i sferyczna z teoryą ilości urojonych 
i z notami. Paryż, 1870 roku, іп-8°, stron ху i407. Cena 1 tal. 15 srg. 

6. Zasady rachunku różniczkowego i całkoweyo z` zastosuwaniami, wyłożył 
W. FOLKIERSKI, inżynier cyw, b. uczeń Szkoły Politechnicznćj w Karlsruhe, 
licencyat п. m. P. F. Sorbony, Professor mechaniki w Szkole Wyższćj Przy- 
gotowawczćj w Paryżu, tom Г, zawierający rachunek różniczkowy, oraz do- 
datek Władysława Trzaski o wyznacznikach. Paryż, 1870, in-89, str. XLIII 
i 1087,figur w tekscie 136. Cena 3 tal. 10 srg. j 


7. Pamiętnik Towarzystwa Nauk Ścisłych w Paryżu, tom I (Główne artykuły 
przez pp. Frankego, Gosiewskiego, Ѕасајіе, Trzaskę, Żmurkę). Paryż, 1871, 
in-4°, stron 186, figur 5. Gena 2 tal. 

8. Pamiętnik Towarzystwa Nauk Ścisłych w Paryżu, tom II (Artykuły 
рр. Gosiewskiego, Kucharzewskiego, Sagajly, Trzaski i Żalińskiego). Paryż, 
1872, in-4°, stron 240, figur 8. Cena 2 tal. (Obydwa tomy razem oprawne 
3 tal. 22 srg. 6 fen.). 


NA CZTERECHSETNĄ ROCZNICĘ URODZIN KOPERNIKA 19 LUTEGO 
1878 ROKU WYSZŁY NASTĘPUJĄCE DZIEŁA : 


9. Wykład Ilydrauliki wraz z teorya machin wodnych, poprzedzony wia- 
domościami wstępnemi z hydrostatyki i hydrodynamiki, przez pp. FELIKSA 
KUCHARZEWSKIEGO i WŁ. KLUGERA (Inżynierów dyplomowanych szkoły Dróg 
i Mostów w Paryżu). Paryż, 1878, str. иу i 1019. Figur w tekscie 110, opra- 
wa angielska. Села 20 fr. 


10. Zasady Rachunku różniczkowego i całkowego, przez WŁADYSŁAWA FoL- 
KIERSKIEGO, stałego Sekretarza i Wice-prezesa Towarzystwa Nauk Ścisłych, 
tom Ш. Rachunek Całkowy. Część pierwsza : Całkowanie różniczekit d. 
Paryż, 1873, stron xvı i 740, figur 76, oprawa angielska. Cena 12 franków. 


11. Wyktad mechaniki cząsteczkowej (moiekularnćj) przez WŁADYSŁAWA 
GOSIEWSKIEGO, prof. Fizyki matematycznćj. Тоти 18°, Części różniczkowej 
zeszyt pierwszy, Paryż, 1878, stron 176. Gena fr. 4. 

12. Pamiętnik Towarzystwa Nauk Ścisłych w Paryżu, tom ШІ, zawierający 
prace рр. W. Folkierskiego, Klugera, Kucharzewskiego , Dolińskiego, 
Gosiewskiego i Martynowskeigo. Paryż, 1853, str. уш i 858, figur 96. 
Cena fr. 12. 

13. Kurs Mechaniki Rozumowej przez G. Н. NIEWĘGŁOWSKIEGO, dwa tomy. 
Tom I, Statyka. — Dynamika punktu. Paryż, 1878. ln-$*, stron 544, 
z figurami, cena fr. 40. 


14. Wykład zupełny Algebry, przez ADOLFA SĄGAJŁĘ w czterech tomach. 
Tom |: Początki Algebry. Paryż, 1878, in-8°, stron 682 z figurami. 
Cena 6 fr. 

15. Bibliografia Piśmienniciwa Polskiego z działu Matematyki i Fizyki 
oraz ich zastosowań, przez Dr. TEOFILA ŻEKRAWSKIEGO, Człon. Akad. Kra- 
kowskićj. Kraków, 1878, in-8°, stron 617 z 4 tablicami. Cena 3 tal. 


W ROKU 1873 i 74 DRUKOWAĆ SIĘ BĘDA : 


16. Wykład mechaniki cząsteczkowej WŁADYSŁAWA GOSIEWSKIEGO, professora 
Fizyki matematycznćj, tomu 15° części.różniczkowćj zeszyt drugi. 

17. ADOLF SĄGAJŁO, professor Matematyki :: Algebry lom Il о Wyznacz- 
nikach, in-8°. 


18. — Geometrya Analityczna, w trzech tomach, іп-до, Tom I. 


19. Zasady Rachunku Różniczkowego i Całkowego, wm Ш. Cażkowanie 
równań różniczkowych, przez WŁADYSŁAWA FOLKIERSKIEGO. ҮҮісе- телеѕа 
i stałego sekretarza Tow. Nauk Ścisłych, in-89. 


20. Kurs Mechaniki Rozumowćj С. H. NIEWĘGŁOWSKIEGO tom IL : Dyna- 
mika układów materyalnych, Hidrostatyka i Hidrodynamika, in-8*. 


24, Pamiętnika Towarzystwa Nauk Ścisłych w Paryżu, Tom LV. 


Zarząd Biblioteki Kórniekićj czuje potrzebę wyrazić żal swój, że był zmu- 
szonym znacznie podnieść cenę ostatnich nakładów. Ma to miejsce szczególnićj 
w dziełach matematycznych, drukowanych w Paryżu, gdzie papier nowym 
obłożony podatkiem, podwyższone taryfy drukarskie i niesłychane trudności 
korekty wpłynęły tak niekorzystnie na koszta draku, iż nawet podniesione ceny 
o wiele jeszcze pokryć ich nie mogą. 


Dotychczas niżej wymienione księgarnie zgłosiły się z obietnica 
sprzedawania po stałych cenach wszystkich nakładów Biblioteki 
Kórniekiej i odbierają je wprost od Zarządu zaraz po wykończeniu 


każdego tomu. 


w WARSZA WIE, pp. GeBernNzn i WOLFF. 


w POZNANIU, 
» 
» 


w ŚREMIE, 

w TORUNIU, 
w DREZNIE, 
w BERLINIE, 


w PARYZU, 


Michał GLUGKSBERG. 
J. J. OROŃSKI. 
Maurycy ORGELBRAND. 
SENNEWALD. 


Józef CzEcn. 

D. Е. FRIEDLEIN (Rynek, 11). 

Fr. TRzEcieski (księgarnia wydawnictwa dzieł 
tanich i pożytecznych). к 

КозуогЕскт. 

KRZYŻANOWSKI. 


А. D. BARToszEwicz (księgarnia Polska, ulica 
Kopernika 1. 12). 

GUBRYNOWICZ i SCHMIDT. 

MILIKOWSKI. 

F. Н. RICHTER. 

Karol WILD. 


W. Е. CzapiŃski (księgarnia Р. Н. Richtera). 
Mieczysław LEITGEBER i SPÓŁKA. 

J. K. ŻUPAŃSKI. 

K. GASIOROWSKI. 

Е. Т. Rakowicz. 

J. I. KRASZEWSKI. 


E. Bock (księgarnia Behra, 
pami, 27). 


ulica pod Li- 


Księgarnia Luksemburska, 16, rue de Tournon. 


Z zamówieniami zgłaszać się należy do Zarządu Biblioteki Kór- 
nickiej, pod adressem : Dr. Z. Celichowski w Kórniku (W. Ks. Po- 


znańskie). 


Paryż — Drukarnia E. MARTINET, rue Mignon, 2. 


